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C*HARGé, dès la création de TÉcole Poljteclinîque, (eu 
1794) (*) ày professer Tapplication de l'analyse à la méca^ 
niéfue^ un de mes premiers soins fiit de m^occuper de la comp 
position d'un cours élémentaire de la science de l'équilibre 
et du mouvement adapté au système général des études de 
cet établissement célèbre , cours qui ne pouvait pas être 
suppléé par les ouvrages suivis jusqu'alors dans les écoles du 
génie et de rartillerie. Ces ouvrages, quoique digne de Tes-^ 
lime dont ils jouissaient , offraient, relativement à la condi- 
tion que j'avais à remplir, Finconvénient, de ne pas mettre 
à profit, pour la clarté et la généralité de Texposition , les 
ressources de la géométrie analytique, dont les monuments 
élevés aux sciences par quelques géomètres du premier ordre,, 
attestaient, depuis longtemps, la grande utilité. J'avaisà la vé- 
rité puWi^ en 170^. un ^«0*4^ <!• »Mo«ni<j«^, servant d'intro* 
ductionà mon architecture hydraulique , entièrement fondé 
sur les méthodes employées avec tant de succès par les géo- 
mètres dont je viens de parler, et qui ont le précieux avan- 
tage de s'appliquer immédiatement aux trois dimensions des 
corps, ou aux cas de la nature ; cette introduction est, je crois, 
la première production de son genre, destinée à Finstruc- 
tion des ingénieurs et des artistes, où les directions des forces, 
leurs points d'application , et en général les sjstèmes sur 
lesquels elles agissent aient été rapportés à trois plans coor* 
donnés comm^ ils le sont dans le Théoria motus çorporunê 
ngidorùm, les mécaniques analytique tt céleste etc., (**) mais 

(^) La prepiièr<K )oî poncern/aat cette école, est au il man 1794, (ai Teii« 
tbse an a ) 

(**) Voyes, pour plus de détail <ur cet ouvrage, et mr mes travaux sub- 
séquents , relatifs à renseignement de l'École Polytechnique , le rapport hisf 
torique sur les progrès des sciences mathématiques depuis f^Sp etc. , par M. 
pelambre , l'un des Secrétaires perpétuels de la preixûère classe de l'Institut 
^^érial de France. 
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eu égard aux développements qu elle contenait et à la formel 
à laquelle, par sa destination spéciale, sa composition avait 
été assujettie , elle ne me dispensait pas de rédiger des cahiers 
particuliers offrant textuellement la matière de mes leçons; 

La rédaction de ces cahiers fut menée de front avec celle 
d'une suite de leçons d'analjse pure qu'on fesait imprimer 
pour les distribuer aux élèves; les feuilles de mécanique leur 
étaient seulement communiquées en manuscrit parcequ'elles 
contenaient la partie de mon travail à laquelle J'attachais 
la principale importance, et que je voulais, avant de la li- 
vrer à l'impression , revoir et retoucher avec plus de loisir 
que je n'en avais eu pendant une rapide et première compo- 
sition. Cependant le conseil d'administration et d'instruction 
de l'Ecole Polytechnique, après m'avoir pressé, plusieurs 
fois, de publier mon cours, réitéra ses instances en i8oij 
mais les frf^qiip.ntc;» xnr jjl ox u qu o ) o ^c^n^r^^ih^ di» gouverne- 
ment , et qui consommaient une partie notable de mon 
temps , ne me permettant pas de remplir les intentions de ce 
conseil aussitôt que je l'aurais désiré , M. Francœur , ancieti 
élève de l'école et l'un des plus assidus à mes leçons, dont 
il avait les- feuilles manuscrites , publia l'ouvrage intitulé 
U^raité élémentaire de mécanique ^ diaprés les méthodes de 
R. Prony qui, en peu d'années, a eu plusieurs éditions. 
Depuis ce temps j'ai pu mettre la dernière main à mon tra- 
vail et j'en ai fait, par dès augmentations et des améliorations 
très-considérables, un ouvrage qu'on peut regarder comme 
nouveau; c'est ce que pourront vérifier, à la simple inspec- 
tion , les personnes qui auront, avec le livre publié en 1801; 
celui que je mets au jour en "ce moment; on trouve même^ 
dans ce dernier , des théories importantes qui n'existaient pas 
encore lorsque le premier a paru. 

Les lecteurs curieux de connoitre d'ayance l'ordjcê d'ex* 
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position que j'ai suivi pourront parcourir les tables des ma- 
tières; ils j trouveront, à peu de chose près, quand à la par- 
tie purement rationnelle de la science , les mêmes séries de 
questions sur l'équilibre et le mouvement, dont se compose 
l'excellent traité de mécani<fue de mon collègue M. Poisson, 
ainsi qu'on devait s'j attendre d'après l'objet commun que 
nous avons eu en vue ; mon livre est un peu plus volumi- 
neux que le sien, mais cette différence tient à des digres- 
sions dans lesquelles j'ai voulu , en faveur des ingénieurs et 
des artistes , donner quelques exemples de l'application de 
la théorie aux machines et aux arts de construction* 
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ERRATA, 

Page I /. dernière, d'où dérive la densité^ liseZj d'où dérive la densité 
quand on la combine avec V étendue ^ 

Ibid. ligne 4 {du b^^ conaissannces , lisez connaissances 
4 ligne 4 {du bas)^ envisagée Usez envisagées 
7 ^^8' 7 (^'^ haut) , par lisez pour, et lig. 9, attirer, lisez attiré 
Ibid. y i3 {du A.), des prssions» lisez des pressions 
9 lis* 9 (^^ ^0 i^ comptent, //»se« se comptent 
i5 lig. 14 {du ^.), nombre entier, //^e^ nombre entier; 

P R 

1 7 //^Tze 6 (^tt ^.) -— - ^ //ye« — jr- ^ et , ligne dernière y même faute, 

R P 

18 //^/ze 6 (^// A.), rappot, //^es rapport 

âo //^. 5 (^/// A.), I — y^i — B ^ li^ez I — -r^^i — B 
il //]§-. 5 {du b.) , et proportionelies , liàez et proportionnelles 
JA/^/. ligne i3 (^//z A.), prise, lisez prises 

aa //[g^. 3 {du h.) , Fig. 3, lisez Fig. 4, et //^. 17 (^w ^.), ajoutez 
Fig. 5. 
i3 ///f/ie 12 (^1/ //.), du triangles^ //Ve« du triangle J^///i 3 {du b.) 

obs, //Ves ob- 
a8 //]g/îe 6 (//// h.) , pour l'axe des j- , lisez pour l'axe des z 
84 //^. 9 (//i/ b.) , et direct iou , lisez et direction 
35//^. i3(////^),^/wé>«^ 

89 ligne 12 (///^ A.), I j //,ye« ■ —r — j 

41 iigi3{dub.) X, rz, lisez x,r,z, 

42 /. % {du A.), quêtions, /. questions et /. 6 {du h.), agisse, /. agit 

43 ligne 2 {du b.) qu'elles lisez quelles 

45 ligne i5 {du A ), tengente, lisez tangente 

46 ligne II {du />.), par, lisez pour 

47 ligne première y concécutifs, lisez consécutifs 
5i ligne i6 {dub.), (^AR! , lisez Q'BR' 

Ibid. ligne 18 {du b), AQ' lisez AB 
53 ligne 1 1 {du II.) , //' lisez P'' . 
64 ligne 5 {du h.), assuré //Ve« assurée 
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5y ligne 7 {du b.), indéterminées^ lisez indéterminée ^ et lig. n 

(du 6.) , abbaissée , lisez abaissée 
58 ligne 10 {du b.)^ sera, lisez sur 
61 lig. % {du k.), les condition , lisez les conditions 

63 lignes 3 j 4 et 5 {du b.), l'équilibre n'a pas lieu^ ainsi que je l'ai 
dit précédemment, c'est«à-dire que, par rapport à ce pomt , 
2 {Pp) est une quantité finie positive ou négative, lisez ou lors- 
que , par rapport à ce point, 2^ {Pp) est une quantité finie, posi- 
tive ou négative , l'équilibre n'a pas lieu , ainsi que je l'ai dit 
précédemment. 

64 ligne lô {du b.), angles possible, lisez angles possibles 
67 ligne 10 {du A.), leurs définitions, lisez leur définition 
Ibid, lig. 1 1 {du /r.) , analogue à celle, lisez analogues à celles 
76 lign^ 12 {du h,) l^ m et n^ lisez À^fietv 

83 ligne 2 (du b.)j article 167, lisez articles 167 et 168 

84 /. i3 {du h.)fÀcos.a+fic. ff+vc.yjl.Àcos.^+fic.B + yc. C 
ICI ligne dernière du texte ^ {C) lisez {€') 

io3 ligne 9 {du b.) , 2 {Pp) , lisez 2 {Pb) 

io5 ligne 10 {du b.)f de toutes forcçs, lisez de toutes ces forces 

1 10 ligne 1 1 {du h.) , pesenteur , lisez pesanteur 

Ibid. /. i5 {du h.), après le nombre 6366198, ajoutez le mot mhtre» 

114 lig. 10 {dub.)f abbaissée, lisez abaissée 

116 ligne 9 {du A.), coordonées, lisez coordonnées 

127 lig 18 {du h.) bx X KLLLKK lisez bx X KLLK'K 

i3o /ig. II {du b.)^ je fait, lisez je fais 

14a ligne 14 {du h.) , le même plan, lisez le plan 

lôid. ligne 5 {du b.) , son, lisez sont 

143 /. 16 {du h ) , fixes l. fixe, et /. 17 {du A.), des points, /. de points 

144 ligne 3 {du A.), immobiles, lisez immobile 
148 ligne 10 {du A.), des plan, li^ez des plans 

i5o ligne 14 {du h.) , de la force, lisez de la forme 

i5i ligne 2 {du //.), qui leurs, lisez qui leur, et lig. 5 (</«^ ^.), 

représentants, lisez représentant 
i55 ligne dernière y rapports, lisez rapport 

162 /. 14 {du h ) , ocuppons, /. occupons, et /. 8 {du b.)j pris, /. prise 
17a ligne % {du h,) , ou 3«. , lisez du 3«. 
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177 figfte lî {du ti.)y er, lisez et 

179 ligne 5 (//// ^.), la tenssîon, lisez la tension 

180 ligne II {duh.)^ derniet poinr, lisez dernier point 
Ibid. ligne i5 {du h,) , consruction , lisez construction 
^8i ligne 4 {du //.), ^', //Ve* ^, 

198 //^. 12 {dub.)^ je prend, /Âye« je prends 

200 ligne 16 (//// h) y p\ lisez P' 

2o5 //^/ïc dernière y P cos. a, + etc. = 0^ P cos. if + etc. = Oj 

//^e;& P cos. a' + etc. = o , P cos. iT + etc. = o. 
209 ligne S (//// ^.) , le poids, lisez le point 
2(7 //^. 10 (//// A.), conditons, //5e;5 conditions 
240 ligne i3 {du b.)^ celui a lieu, lisez celui qui a lieu 
245 ligne 4 (//m ^.) , forces , lisez force 

247 lig. 10 (//^/ //.), d'abbaissement, lisez d'abaissement 

248 ligne 7 {du b.) pesant^ lisez pesants 

201 ligne 7 {du h.) , des deux autres , lisez des deux autres B et B' 
Ibid. ligne 2 {du bas.) ,BçtB, lisez B et B' 

261 ///Ç/2e 6 (//// A.) , du contact n'est, lisez du contact qui n*est 
265 lig. 2 {du b.), du sommet où arête, lisez du sommet ou arête 
280 ligne 17 {du h.), M — (jl ^ lisez M — fi' 
284 ligne 3 {du h.), essentielle, lisez essentiel 
299 ligne 8 (^// haut) , ^^ , /Âye-5 y ^ 

3oi //^/^^ 1 1 {du h.) y ÇK est la valeur du moment de la résistance, 
lisez ÇK est la valeur du moment de la résultante 
Page 2 de la table, lig. dernière j leurs défînitions, lisez leur défînition 
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TRAITE ELEMENTAIRE 
DE S T A T I QU Mr 

S E C T I O N I. 

N O T I O N s P R i L I M I N A I R E s. 

ET PARTIE DE LA STATIQUE, 

PANS LAQXJELLE ON CONSIDÈRE PLUSIEURS FORCES 
APPLIQUÉES A UN MÊME POINT. 



Objet général de la mécanique. 

I. Lj ES Sciences mathématiques et physiques embrassent Punivei^a^ 
Kté des propriétés des corps et des phénomènes de la nature , et cha- 
cune d'elles a pour objet spécial, qui la distingue des autres, une parliez 
de ces propriétés et de ces phénomènes. 

a. Ainsi les Mathématiques pures considèrent particulièrement tout 
ce Q^ est relatif à \^^grandeur ou quantité^ soit qu'on la représente 
par des nombres dont ^expression est ou absolue pu algébrique, soit qu'pn^ 
la fasse dépendre de \ étendue et de \dijigure ; et conime le§ idées de 
quantité^ A^ étendue et Aejigure se trouvent liées à toutes celles qui 
composent le système des autres sciences , l'étude de ces dernières doit 
avoir , pour préliminaire indispensable » celle des Mathématiques pures ^ 
qui peuvent être regardées comme formant la première division du sys* 
tème général de Id partie des conaissannces humaines dont il s*agit ici. . 
' 3. La mécanique^ ou la science de V équilibre et du mouvement, vo/s 
niniement liée à )a géométrie, emprunte d'elle, V étendue etla^£ureji 
fit réunissant à ces propriétés abstraites, hmasse, d'oii .dérive la ^(p/w//^^. 
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fl Statt^tte ÉLÉMÈKTAIKÊ. ' ^. 

V impénétrabilité ^ la mobilité et Vinertlcj fait, de plusi entrer en con- 
sidératiofi le temps et Xql force ou piii^saltce. 

L'Etude de la mécanique porte ainsi sur des objets plus composés que 
ceux de la géométrie, iWais lesrai^nnements et les démonstrations n'ont 
pas moins de certitude dans l'une que dans l'autre : la première a même 
l'avantage de fournir des nTéttrô'dfcs <jui-iïe taiss^nt plus rien a désirer pour 
la solution ou la mise en équation des problèmes qui lui sont propres, 
en sorte qu'on peut , sou^ ce poSut de vue, regarder la mécanique ra* 
iionnelle comme une science complète ou terminée. 

J'entrerai bientôt , sur hi/6rcex)u puissance ^ dans 1^ détails néce«* 
saires pour en donner une notion exacte sous le point de vue qui inté^ 
resse ce traité*; ^oant^anx autres propriétés des Corps , dont je viens de 
faire l'énumératiôn, les élèves, que je suppose instruits, au moins des 
premiers principes xJe la physique, n*oiït besoin d'aucune*explicatiôn sur 
ce qui les concerne, explications qui, d'ailleurs, ne sont vraiment utiles 
que pour le* parties ^e |^ Tnécaûtqtie qui suivit celles ndout je vais 
m'occuperr 

4. La mécanique considérée dans ses rapports avec les trois grandes 
divisions des sciences naturelles qui viennent aprè^ les mathématiques 
pures j et qui sont \ai physique j la chimie et Vhistoire naturel/e^ ap^ 
parlierit é^yidemment à la physî^e> et Qh en doit dire av^ant de Vas^ 
moHomie phyrsiiqu'e<\iii offVe les {4u8 belles applications qii'on^it faites 
^ kns^u mouv^niebt ; mais vu l^étendue actuelle de ces deux branches^ 
et pour les présenter avec les détails con\^nables , on a pris le parti de 
les- isoler ^u Wonc principal, et de les renfermer dans des mités sépai^ 
Celte divisioh -et cette séparation d'études et de recberdhesi aoptjes coun 
9é<{Uence^ naturelles du progrès des connaissances. 

FotioDS générales aur la force ou puissance^ 

'5. Les notions û^espaçe ^ détendue et de corps ou solide étant âcv 
qùis^ par l'étude de la géottiétrie , on en déduit immédiatement l*idéé 
giênérale du maù^emeni qui est le passage du corps ou solide d'une po-* 
sitîohtju^il oecupe, dans l'espace, aune autre position. Cette idée est mêm^ 
déjà devehue'familière à ceux qui se sont occupé àe géométrie cft qui ont 
souvebt employé le mouvemeîit pour exbliquer la génération des lip^s^ 
tje» surfaces et dés solides, *' 
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.Section p^EM lÈRK Q 

f Le repos , en mécanique , est Timmobilité ^ corps ou solidà dans 
Vespace. 

, 6. La nature ne nous ofire aucun exenjple d'un corp^ qui p«9se de l'élaf 
de re/;o^ à celui de moiMfem^nù y ou péciproquemedt» sans que ce chani' 
gement d'état ne soit la suite d'une untion exercée sur ce eorps par un 
«gent qui en est indépendant, et on admets comme vérité de &it, qu'un 
corps ne peut pas, par lui-même, c'est-à-dire sans l'wtioo d'un agent ex* 
' térîcur» changer son état de repos ou de mouvement» 

7. Il n'existe, selon toutes apparences, aucune portion de matière dans 
l'univers , qui ne soit dans un état actuel de mouvement ; l'immobilité 
que nous observons dans quelques corps , à là surface dé là terre , n'est 
qu'apparente ou relative , puisque ces corps se meuTent avec la planet^ 
dont ib font partie et qui tourne autour de son axe et autour du soleil; 
on a même d'assez fortes raisons de pemer quele soleil lui-même et lesyst 
téme planétaire, sont entraînés d'un mouvement commun dans Tespace: 

Cependant, d'une part, on ne peut rien conclure de là, sur l'impossi* 
bilité de l'état de repos , car il est fort aisé de concevoir la combinaison 
du mouvement particulier d'un cprps , à la surface d'une planète, et du 
mouvement qui lui est commun avec cette planète, faîte de manière 
que le corps reste immobile dans l'espace absolu ; d'une autre part, à me- 
sure qu'on avance dans l'étude et la connaissance de la nature, on s'as- 
anre, à^ plus en plus, que les mouvements qui s'opèrent dans l'univers, 
peuvent être expliqués et calculés., sans qu'on soit obligé de sùppo«- 
aer aux corps une fiiculté de se mouvoir indépendamment dee causes mo^* 
trîces extérieures; d'oii on conclut que ces causes extérieures sont néces^» 
saires pour la production du mouvement. On voit ici la liaison qui existe 
entre l'établissement dequelques notions très-^*lémentaires, et laconsidéra- 
tion des plus grands phénomènes que nous offre l'observation de la nature. 

8. Il suit de ces notions que le repos d'un corps peut avoir ILeU dans* 
deux cas, savoir ; lorsque le corps n'éprouve l'action d'aucun agent ex- 
térieur capable de le mettre en mouvement, et lorsque, éprouvant eette^ 
action , le mouvement qui en devrait résulter est arrêté ou empêché , 
soit par des obstacles qui ne permettent pas au^corps de se déplacer , 
soit par d'autres agents qui annulent l'action des premiers, dont l'effet, 
dans ce cas, se borne à donner au corps une simple tendance au mou- 
Yement« 
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4 StATIQE ÉLéMEKTAIRE. 

9. Toute cause motrice capable, soit d'imprimer à un corps oti un 
mouvement actuel, ou une tendance au mouvement, soit d'arrêter son 
mouvement actuel, soit, enfin, de rendre sa tendance au mouvement, 
sans effet, est ce qu'on appelle une force ou puissance. 

10. La nature de \b force ou puissance nous est inconnue, mais ses 
effets sont soumis à des lois générales , bien constatées, qui reposent sur 
un petit nombre de principes fondamentaux, au moyen desquels on peut 
toujours calculer et prévoir les phénomènes d'équilibre ou de mouve- * 
ment résultants de circonstances connues et qui fournissent les données 
suffisantes. 

11. Cest à l'exercice de nos facultés organiques que nous devons la 
|)remiëre connaissance des effets de la force. Nous avons le pouvoir, en 
agissant sur les corps, de les mettre en mouvement, ou de les réduire à 
l'état de repos; nous voyons de semblables phénomènes résulter des ac- 
tions réciproques des animaux sur les corps, et des corps les uns sur les 
autres, et nous regardons, par analogie, ces effets. divers, comme liés à 
une cause commune. Ainsi nous disons Xa force d'un homme , \a force 
d'un cheval , la force d'un ressorlj etc. , pour exprimer les facultés qu'ont; 
ces divers agents , de produire ou d'empêcher le mouvement*. 

- iSL.Le mode d'action des agents dont je ^iens de parler, peut toujours^ 
être perceptible aux sens, et a lieu en^choquant, poussant oa tirant, soit 
immédiatement, soit par l'intermède de quelque corps; mais il existe* 
dans la nature , d'autres agents dont le mode d'action échappe aux sens , 
et ne se manifeste que par les phénomène» qui en résultent r tels sont 
les phénomènes connus sous le& noms à! attractions et répulsions elec^ 
triques et magnétiques j ceux de la pesanteur de la gravitation uni-' 
persellej mais les agents cachés dont l'action devient apparente dans ces 
phénomènes , sont soumis , soit en produisant , soit en arrêtant le mou- 
vement , aux mêmes lois que les agents visibles., 

Des forces considérées comme quantités mathématiques ; de leur comparaison 
et de leur mesure envisagée sous le point de vue qui intéresse particulière- 
ment la partie de la mécanique exposée (Jans- ce traitée Toutes ces forces- 
peuvent être représentées par des poids,, 

i3. Le mouvement et les phénomènes qui en dépendent, et qui 
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SECTÎONPREMliRe. 5 

fendent si manifestes à nos sens les effets de \b, force j peuvent être, dès 
Tabord , les objets des études des élèves qui veulent apprendre la méca- 
nique, et, même, l'exposition préliminaire des principes généraux de Id 
partie de cette science qui traite du mouvement, et de quelques unes dô 
leurs applications, présente plusieurs avantages. L'organisation de l'en- 
seignement de l'École Polytechnique , à laquelle ce traité est particu- 
lièrement destiné , me détermine à suivre un autre ordre d'exposition ; 
je supprimerai de cette première partie du cours, tout ce qui tient à la 
considération des corps animés d*un mouvement effectif, et j'y restrein- 
drai l'eflfet de \si force à ce qui concerne la simple tendance au mouve- 
ment, qui est, ou imprimée à un corps dépourvu de cette tendance j ou 
rendue sans effet dans un corps où elle existe d'avance. 

14. Il est nécessaire d'avoir , sous ce point de vue particulier , une 
idée nette et précise de la comparaison et de la mesure des forces. 

Si un corps pesant est en repos sur une table ou sur un plan horizon- 
tal, et qu'on veuille , en substituant la main h cette table ou & ce plan , 
empêcher le corps de descendre, il faut exercer sur lui ce qu'on appelle 
un effort y capable de rendre sans effet sa tendance au mouvement, ten* 
dance au moyen de laquelle il exerce sur notre main une pression. Notre 
effort est une action provenant de \sl force que comporte notre organisa- 
tic^ , \dL pression est une action contraire provenant de h force due à la 
pesanteur, et, dans le cas ou le corps sollicité au mouvement par chacune 
de ces forces , ne prrtid cependant aucun mouvement , il est dans un 
état qu'on appelle état ^équilibre. 

En augmentant ou en diminuant la maâse du corps soutenu , et ob- 

servant les changements d'effets, sur nos organes, qui en résultent, nous 

acquérons une idée du plus et du moins dans \ effort ^ dans la pression y 

et par conséquent dans \dL force ^ qui nous fait , dès lors ranger cette 

force parmi les quantités mathématiques. 

i5. Les forces étant susceptibles d'augmentation et de diminution; 
c'est-à-dire étant des quantités mathématiques , ont donc entr'elles des 
rapports assignables ; on peut prendre une force déterminée pour unité 
ou terme de comparaison , et exprimer toutes les autres forces par des 
nombres qui seront leurs rapports avec l'unité àe force, 

16. Ces premières notions suffisent pour l'établissement d'une théorie, 
sur les actions des forces, indépendante^ tant du choix qu'on peut faire 
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dans la nature d'une unité pour la mesure absolue de forces^ que des coi»- 
sidérations physiques d'après lesquelles, on rapporterait à ce type le^ 
quantités ou intensités Açs autres forces. Il est cependant bon, aHn de 
(îxer les idées, de convenir d'avance» et de Vanité de mesure des forces 
et du mode physique de leurs comparaisons. 

Dans cette détermination, on regarde comme vérités de^//^.que les 
pressions exercées par différents corps pesants de même matière homor 
gène, de même volume, et pris d'ailleurs, à tous égards, dans les mêmes 
circonstances physiques, que ces pressions j dis-je, sont égales entr'elles» 
que 1^ réunion de iî, 3 etc. , de ces corps , donne une pression double^ 
triple, etc. , de celle d'une masse individuelle, et qu'en général les corpy 
. dont il s'agit exercent des pressions proportionnelles à leurs volumes. 

17. On ne peut nier ces faits qu'après avoir ruiné entièrement les bases 
de raisonnement généralement adoptées par les physiciens > et qui sont 
d'accord avec tous les phénomènes observés ; mais, je le répète, dans 
l'hypothèse même où on les révoquerait en doute , on ne porterait au* 
cune atteinte à la vérité des théories démontrées dans ce traité, lesquelles 
lie supposent point que certaines forces particulières, prises dans la nature, 
ayent entr'elles les rapports qu'on leur assigne, mais supposent seulement 
que ces rapports peuvent exister entre des forces en général. 

18. On déduit immédiatement des vérités dejàil de l'article 16 le 
moyen de rapporter les pressions dues à différents volumes d'une ma* 
tière homogène à celle dont un volume donné de cette matière est ca* 
pable. Dans le nouveau Système métrique français, on a pris pour terme 
de comparaison la pression due à un centimètre cube ou à la millio- 
nième partie d'un mètre cube d'eau distillée et considérée dans le vide^ 

' à son maximum de densité : ce maximum , par une singularité remar- 
quable, ne répond pas.au degré de la congélation, mais a 4 degrés, au 
dessus de ce terme , mesurés sur le thermomètre centigrade. C'est là 
l'unité de poids que Voa a nommé gramme. 

Les nombres exprimant ]es pressions dues à des volumes quelconques 
d'eau distillée et mise à -f- 4» de température, se déduisent donc immé'* 
diatement des rapports entre ces volumes et le volume d'un centimètre 
cube; ensuite, au moyen de l'instrument appelle balance dont Tusage 
est de reconnaître si des pressions sont égales , et qui sert , en même 
temps, à déterminer les corps entre lesquels cette égalité existe^ on peut 
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npportér au gramme la pression due à un corps quelconque , ou son 
/roidsj et c'est ce qu^on appelle peser un corps* 

19. Il est manifeste que \effoH, par lequel nous tenons dans Timmo* 
bilité un corps pesant qui tend k descendre ^ a la même mesure que U 
pression contraire exercée par ce corps, et peut aussi , par conséquent ^ 
être exprimée en grammes j considérant enfin, que. nous faisons pour 
empêcher un ressort plié de se débander , par arrêter Témmèrsion d'un 
eorps enfoncé dans un liquide et qui tend à surnager, pour tenir immo» 
bile un morceau de fer , attirer par un aimaftt , etc. , des efforts absor 
lument comparables k ceux dont nous avons besoin pour conitrebalancer 
les pressions des corps pesants , ( pressions que nous pourons même subs^ 
tituer à nos efforts ,'soit dans la production des effets dont je viens de 
parler , soit lorsqu'il s'agit de faire équilibre à des prsssions dues à 
d!autres forces que la pesanteur) il est manifeste que toutes \es forces 
de la nature peuvent être comparées «ntr'elles et mesurées en grammes j^ 
ou , en général , être rapportées à des unités de poids. 

£0. Je rappelle aux élèves qu'il n'est point question ici des corps ou 
des systèmes de corps animés de mouvements actuels; l'analyse des ques^ 
lions pour lesquelles il faut faire entrer en considération la mesure des 
forces de ces ôorps ou de ces systèmes, tient à une théorie que j'expo* 
i^rai à la suite de cette première partie du cours de mécanique, ^ 

%i. Enfm il est bon d'observer que l'évaluation de l'intensité d'un« 
force se rapporte toujours à des considérations à^ équilibre j et on verra 
par la suite, que cette remarque s'applique^ non seulement aux forces 
de pression de l'espèce de celles dont il sera question dans ce traité^ 
mais encore aux forces des corps en mmivement, 

J^ point d'applica<ion ^ de la ligne de direction et du sens de Tactiou d'un^ 
force ; comment çe« (divertei phQ3e.s s'expriment et 41e déterminent analy*» 
tlqueipçnt, 

aa. La mesure de ce qu*on peut appeller V intensité de \dL force , 
étant , par cb qui précède , ramenée à des notions précises , on a le 
principal élément de la connaissance des effets dont cette force est Ca* 
pable; mais ces effets dépendent encore de son point Ôl^ application^ 
de sa ligne de direction ^ et du sens dans lequel elle agit sur cetrt 
ligne. 
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. Toute force qui agit sur un corps, peut toujours être cemèe exer- 
cer son action sur un point déterminé de ce corps, et dans la direc- 
tion d'une dn^te passant par ce point. Chaque fois que nous faisons 
usage de nos forces organiques , nous avons le sentiment très-distinct 
de la direction et du sens de l'action. La ligne 'de direction est celle 
sur laquelle le point d'application de la force se mouvroit s'il cédoit 
librement à ^impulsion que lui donne cette force; et si on considère, 
sur cette ligne droite, un point désigné par A ^ dont le n^obile s'eloi- 
gneroit, et un autre point, désigné par B ^ dont il se raprocheroit, en 
se mouvant, on dit que la force qui le meut ou qui tend a le mouvoÎF 
agit dans le sens A B, 

23. La pondération ^ a laquelle )'ai prouvé qu'on. pouvoit ramener 
la mesure absolue de V intensité èiMX\<e, force quelconque, nous fournit 

]?igure I. aussi l.e moyen de lier a des idées simples et claires ce qui concerne le 
point d^ application y la direction et le sens de Uaction. Attachons au 
point A du corps M un fil parfaitement flexible et inextensible, faisons 
passer ce fil sur une poulie fixe (qu'on peut supposer infiniment petite) 
placée à un point B de l'espace , et tournant autour d'un axe horisontal 
perpendiculaire a la droite A B ; enfin suspendons a l'extrémité C de 
ce .fil un corps pesant dont le poids soit égal à P j ce poids P reprér 
jentera Y intensité d^une force, qui pourrait être de nature quelconque, 
dont A serait le point à- application^ AB la ligne de direction j et 
qui agirait dans \t sens AB. 

24. On peut, sans supposer aucun changement dans l'efTet de X^ifoicCy 
prendre & volonté, un des points de la ligne AB pour son point ^ap' 
plication j et je ferai voir , dans la suite de ce traité , comment une 
combinaison quelconque de forces appliquées à un corps ou à un sys- 
tème de corps , peut toujours être remplacée par une combinaison de 
poids disposés comme celui dont je viens de parler. 

20. Uintensité d'une force qu'on introduit dans le calcul y est re? 
présenté.e paf un §içne qui désigne une quantité rapportée à un terpie 
/de con^paraison fixp. Il s'agit, pour achever de représenter^ sous tous le^ 
points de vue, le mode d'action de cette force, de rapporter a des 
expression analytiques qui pe laissent aucune équivoque, la position 
jïe son point d^ application j, celle de sa ligne de ditectiqn et le sen^ 
/tjans lequel elle agit sur cette ligne, 

La première 
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La première de ces conditions est remplie quand on a introduit dans 
le calcul les trois coordonnées du point d'application. Concevons 
ensuite trois droites qui ayent une intersection commune. a ce points 
droites que j'appellerai axes des a?', des y' et des «' et que je suppo- 
serai respectivement parallèles aux axes des a? des j^ et des -s; les. a?' 
positives se comptant du même coté par rapport au plan^' sJ que les 
X positives par rapport au plan y z ^\. ainsi des autres coordonnées cor- 
respondantes ; si une droite commençant à l'origine des x' , y , z' SQ 
dirige, a partir de cette origine, dans le sens suivant lequel agit la force 
qui y est appliquée, la position de cette ligne de direction et le sens de 
l'action de la force seront donnés par trois angles qui se mesureront par 
des arcs de cercle ayant leurs origines sur les x\jy' et z' positives, se 
terminant à la ligne de direction dont je viens de parler, et se comptant 
positiçement depuis leurs origines respectives jusqu'à cette ligne. 

Je représenterai, assez ordinairement, par la lettre a celui de ces 
ongles qui se rapporte à l'axe des x' et par 6^ y, respectivement, chacuni 
de ceux qui sont rapportés aux axes des y' et des z' . Aucun de ces 
angles ne pourra excéder deux angles droits, et les arcs qui les mesurent 
étant supposés décrits avec des rayons égaux, se couperont en un même 
point de la ligne de direction de la force; si ce point est désigné par 
B et que A désigne l'origine des a?', y ^ z' l'action de la force auta 
lieu dans le sens AB. 

D'après ces conventions, le ^ointd application étant donné, il suffira» 
pour connoitre la position de la ligne de direction et le sens de l'action, 
de connoitre les signes respectifs des cosinus des angles a, if et y. En 
effet le point d^application tendra nécessairement à se mouvoir dans 
celle des huit régions déterminées par les intersections des trois plans 
^coordonnés sur lesquels je comptent les x\ y et z\ qui se rapportera 
aux coordonnées de signes rcçpectivement identiques avec ceux des 
cosinus des angles correspondants a ces coordonnées. Ainsi lorsque les 
trois cosinus seront positifs, la tendance au mouvement, du point d'ap- 
plication de la force, aura lieu dans la région des x'^y et z' positives; 
si COS. a est seul négatif, ou que a soit le seul angle obtus , cette ten- 
dance aura lieu dans la région des x^ négatives et des jk' ^^ ^' positives, 
etc. , c'est ce dont on se rendra très-aisément raison, pour peu qu'on 
soit accoutumé k considérer des lignes dans l'espace» 

X 2 
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a6. Loi'sque la ligne de direction se confondra avec un des axes des 
coordonnées a?', jy', z' , deux des cossinus seront égaux à zéro, le 3°^^. 
aura pour valeurs + i ou — i et le sens de l'action sera déterminé 
par l'une ou l'autre de ces valeurs qui indiqueront, respectivement, 
si le point d'application tend à s'éloigner de l'origine du coté des co* 
ordonnées positives ou négatives. 

- 27. On sait, par la géométrie analytique ^ que les équations de la 
ligne de direction, sont, a ^b etc désignant, respectivement, les CQor- 
données de l'origine des x' ^y et z' parallèles aux x j et -5, 

( JK "^ ^ ) ^os. a =; ( X — a ) COS. ^6 
(2 — t? ) COS. a = ( .T — a ) COS. y 
(-S — c) COS. ^= i^y — b ) COS. y 

Deux de ces équations suffisent, comme on sait^ pour déterminer la 
ligne dont il sagit, et on arrive au même but par les trois coordonnées 
du point d'application et deux angles seulement, l'un desquels pourroit 
être l'angle formé par la ligne de direction delà force et par le plan xy^ 
l'autre étant formé par la projection orthogonale de cette ligne de di - 
rection sur je même plan x y et par l'axe des x. 
^Si on désigne respectivement ces angles par les lettres ^ et >? on 
^ura entre a, ^, y, ^, et ??, les relations suivantes qui sont aussi démon 1 
tréeç dans les éléments de géométrie analytique. 

cos. OL = COS. ri cos, ^ 
pos. ^=sin. 37 cos. ^ 
COS. y = sin. ^ 

^9. La somme des quarrés des seconds membres de ces équations est 
féale au quarré du rayon, pris pour unité, ce qui donne le théorème. 



cos*. CL + cos^. ^+ cos*. y 






Pc$ difTérentcs espèces de systèmes auxguéls les forces peuvent être appH7 
quées \ équations de conditions relatives à ces systèmes. 

3o. Les effets des forceç ne dépendent pas seulement de leurs intensités 
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et de leurs directions, mais dépendent aussi de la composition des corp» 
et des systèmes de corps auxquels ces forces sont appliquées, et il eàC 
bien important , dans les problèmes d'équilibre et de mouvement-, d'avoir ' 
égard à cette dernière circonstance. 

On considère, dans un système soumis à Taction de forces quelconques § 
^ forme et la propriété qu'à cette forme d'être ou invariable ou i^a^ 
riable suivant certaines lois. 

Cette forme et les conditions d'après lesquelles elle peut varier s'ex-* 
priment par des équations, qui , ainsi que nous le verrons, jouent un rôle 
important dans l'analyse des problèmes de mécanique. 

3i. On peut, par une abstraction de l'esprit, réduire un système à uri 
point unique, qui est un point commun à toutes le$ lignes de direction 
des forces qui lui sont appliquées. 

3j2. Après ce cas le plus simple vient celui d'uii assemblage de plusieurs 
points sollicités chacun par une ou plusieurs forces et liés entr'eux de 
manière que leurs positions respectives sont invariables ; im pareil sys- 
tème peut , ou être entièrement libre /ou avoir un ôeul point fixe , ou 
en avoir un nombre indéfini placés sur une mênae ligne droite^ ou , 
enfin ^ eu avoir plus de deulc qui soient fixes sans se trouver sur une 
même droite* Dans Ce detnier cas ^ le- système ne peut pas être un 
moyen de transmission de l'action des forces ; il peut l'être dans les 
trois premiers cas qui lui permettent différents mouvements, dont cha- 
cun coniporte un mode particulier de transmission de l'action des forces/ 

33. tJn système peut être aussi conçu comme composé dé points liési 
les uns aux autres, de manière que leurs positions respective» puissent 
changer ^ les combinaisons possibles de ces changements étant assujetties 
à certaines conditions. Imaginons, par exemple^ une suite de verges, ou 
lignes matérielles rigides^ attachées à la suite l'une de Taùtre, en forme 
de chaîne, par désarticulations qui permettent des flexions en tous seni ; 
le systéhfie sera uri poligone matériel , dont les côtés pourront ou être ou 
n'être pas darts lé même plan, et on aura pour conditions de la compo- 
sition de ce systêïtie V invariabilité de longueur de chaque côté du po- 
Kgonéj et la variabilité arbitraire de chacun de ses angles. Si les arti- 
culations, au lieu de permettre des flexions dans tous les sens, les per- 
, mettaient seulement autour d'axes placés d'une certaine manière par rap-- 
port aux cotés conûgus, cette circonstance introduirait des conditions 
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particulières. Il faut, dans les problèmes relatifs à l'action des forces sur 
les systèmes, avoir égard à ces diverses conditions ^ et les introduire dans 
Tanal yse. 

Les systèmes, de l'espèce de ceux dont je viens de parler, peuvent, 
suivant leurs formes et leurs compositions , avoir plus de deux points 
fixes non compris dans une même droite , sans cesser d'être un moyen 
de transmission de l'actions des forces. 

Ehfin, un système d'une espèce quelconque, peut avoir un ou plu- 
sieurs points assujettis à se mouvoir sur des lignes ou des surfaces , ce 
qui donne encore lieu à des conditions particulières. 

Objet particulier de la statique ; division des matières comprises dans ce iraiteV 

34. Nous pouvons maintenant, au moyen des considérations générale» 
qui précèdent, nous faire une idée nette et précise de l'objet particulier' 
de la statique. 

J'ai donné, art. 3, l'énumération de ce qu'on peut appeller les ma- 
tériaux primitifs de la mécanique ; mais ces matériaux ne sont pas 
dès l'abord, employés tous ensemble; on les introduit graduellement, 
dans l'étude de la science, à mesure que les sujets de méditation se' 
compliquent; ce sont leurs diverses combinaisons, ou aggrégations , qui 
distinguent et constituent les diverses parties de cette science ; voici y 
en considérant les choses sous ce point de vue , à quoi se réduit la défi-^ 
nitibn de \à statique. 

• « Les effets et le mode d'action de \îi force j étant supposés restreints 
« auxcasqui ont été indiqués et expliqués art. 1 4 et suiv., la partie de lamé- 
« canique, qu'on nomme statique y donne des méthodes pour résoudre 
« tous les problèmes relatifs aux actions, ainsi définies , àes forces sur 
<< les corps , dans les cas où ces actions se contrebalancent et se dé- 
<4 truisent réciproquement , de manière qu'il en résulte Véquilibre et 
« l'immobilité du système auquel les forces sont appliquées. >► 

35. Cette manière d'envisager l'action des forces exclut d'abord toute» 
les quantités qui dépendent du temps j ensuite les corps ne devant 
avoir aucun mouvemient actuel , et n'étant que de simples moyens de 
transmission des actions des forces, la masse ^ \a mobilité et Vinertiù 
U>nx en général étrangères aux déterminations relatives à ces actions^ 
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36. Je parlerai cependant de quelques cas où la considération de la 
masse peut être admise avec le mode d'action défini aux articles ci- 
dessus cités , quoiqu'elle ne soit pas indispensable ; il en est d'autres , 
dont je parlerai aussi , dans lesquels le temps a une influence sur Vin- 
tensité des forces, et exige, par conséquent, qu'on ait égard à la durée 
de leur action ; mais ces différents cas sont simplement des sujets d'ob- 
servations particulières, et on peut les laisser de coté dans l'exposition 
des fondements de la statique , et des méthodes auxquelles ils servent 
de base. 

87. Ainsi la statique élémentaire ne suppose, à la rigueur, d'autre»' 
notions primitives que celles relatives ^uxjbrces ou puissances et aux 
systèmes y assujettis à certaines conditions ^ par l'intermède desquels 
ces forces se transmettent leurs actions. C'est d'après les diverses condi^ 
tions de ces systèmes , que seront établies les divisions des matières que 
je me propose de traiter successivement* 

La fin de cette première section sera consacrée à ^exposition corn- 
plette de la théorie des forces appliquées à un même point; c'est le casf 
le plus simple du système de forme invariable. 

La seconde section comprendra la théorie des forces appliquées à un 
système étendu ^tjiguré y mais de forme invariable. 

Je traiterai ^ dans la troisième section , de l'équilibre des systèmes 
étendus ^X, figurés y et de formes çariables j la théorie de cet équilibre 
donne lieu k des recherches variées et difficiles, qu'on ne peut pas, à 
beaucoup près, épuiser dans un traité élémentaire. 

Une quatrième et dernière section offrira l'application des principes 
établis dans les trois précédentes à l'équilibre des machines en faisant 
entrer en considération diverses circonstances physiques auxquelles il 
est indispensable d'avoir égard dans la pratique , telles que \e frotte* 
ment, la roideur des chaînes et des cordes , etc. 

Ce qu'on entend par composition et décofnposition des forcea, résultantes et 

comi^osantes* 

► 38. Lorsque plusieurs forces dont nous désignerons , d'après ce qui a été 
convenu précédemment art, 14 et suiv. , les intensités respectives par ?\ 
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P'' etc. sotit appliquées simultanément à un même point, il résulte de leura 
actions combinées, une tendance de ce point a se mouvoir suivant une 
certaine direction, et cette direction est nécessairement unique, car un 
point ne peut pas suivre plusieurs lignes à la fois. Or la ligne, suivant 
laquelle le point tend a se mouvoir et le sens do la tendance au mou- 
vement étant supposés connus, on peut appliquer à ce point une force 
unique , que nous désignerons par R^ agissant dans la même ligne de 
direction et dans le même sens et on peut, de plus, supposer à cette 
force unç intensité telle qu'elje agisse sur le point d'application avec 
une énergie équivalente à celle qui résulte de l'action combinée des 
forces P\ P" y etc. 

Il suit de là que l'effet produit, sur le point d'application , par le^ 
actions combinées de P' , P'* ^ etc. rie changera point si, à ces forces^ 
on substitue la force unique R} et que, réciproquement, la force R 
étant supposée d'abord appliquée au point dont il s'agit , on peut la 
remplacer par les forces P' , P" j etc. sans rien changer à l'état de ce 
point. 

89. La force R est ce qu'on appelle la résultante des forces P', 
P" ^ etc. et celles-ci sont les composantes de la première. Lorsqu'on 
déduit , par les règles que je donnerai bientôt, la résultante des com-^ 
posantes^ cette opération se nomme composition des forces P', P" ^ etc. 
L'opération inverse, celle qui consiste à trouver plusieurs forces dont les- 
actions combinées produisent le même effet que la force unique R ^ se 
nomme décomposition de la force /?. 

40. On peut , sans connaître les règles de la composition et de la dé- 
composition des forces , affirmer d'avance que si , en conservant l'in- 
tensité et la ligne de direction de la résultante /?^ on la fait agir, 
sur cette ligne , en sens contraire de celui dans lequel elle doit agir 
pour remplacer les forces P' ^ P*' ^ etc. elle annullcra alors ^ ou pourr» 
annuller l'effet de ces forces , c'est-à-dire leur faire équilibre. La vé- 
rité de cette proposition est manifeste, car, d'après les définitions de 
Part. 89 , elle se réduit à dire qu'une force R fait équilibre à une autre' 
force R , lorsque ces deux forces, de mêrfie intensité, agissent, en sens» 
opposés, leurs directions respectives^ étant sur une même droite. 

Cette remarque suffit pour faire voir comment la théorie de la com-^ 
position des forces est liée à celle de leur équilibre^ 
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- Je vais exposer cette théorie en commençant par le cas le plus simple, 
celui de deux forces appliquées à un même point. 

Composition de deux forces appliquées à un même point. 

41. Une question quelconque de statique exige la considération dé 
deux forces au moins, et j'observerai, en passant, que cette circons- 
tance établit une première distinction entre la partie de la mécanique^ 
qni traite de l'équilibre, et celle qui traite du mouvement. En effet, 
dès qu'un corps est animé d'un mouvement actuel , soit que ce phé- 
nomène résulte de l'action d'une, ou de plusieurs forces, on a, par le 
fait même de ce mouvement, des relations entre les espaces parcourus 
et les temps, qui pouvant être modifiées d'un nombre infini de manière, 
fournissent déjà des formulés générales et un algorithme qui sont du plus 
grand usage dans tous les problêmes de mouvement. 

4a. Les élèves se rappelleront que , d'après les notions données , depuis 
l'art. 1 3 jusqu'à l'art. 21 , sur la comparaison des forces, dire qu'une force 
P est égale à n fois une force Ç, c'est dire que cette force P est capa- 
ble de contre -balancer ou de rendre sans effet les actions simultanées 
de n forces, dont chacune serait égale à () et agirait dans la même ligne 
de direction que P ^ n ne se trouvant point, d'ailleurs, assujettie a être un 
nombre entier, ils se rappelleront , encore, que les théories à établir sur 
ces notions sont entièrement indépendantes du choix du module absolu 
des forces, et des moyens physiques employés pour leurs comparaisons. 

Ces préliminaires posés, je commence par le cas le plus simple de la 
composition de deux forces , celui où on suppose que leurs directions sont 
sur une même droite; il est évident , que, dans ce cas, la composante 
des deux forces est égale a leur somme ou à leur diff*érence , respec- 
tivement, suivant qu'elles agissent dans le même sens ou dans des sens 
opposés. 

43. Passant au cas de deux f(trces dont les lignes de direction se 
coupent et qui sont censées, toutes deux, appliquées au point d'inter- 
section de ces lignes , on peut , d'abord , affirmer ; 1°. que la ligne de 
direction de la résultante passe par le point commun d'application des 
deux composantes , ce qui est évident ; 2P. que cette même ligne est 
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dans le plan qui renferme les lignes de direction de ces mêmes com- 
posantes. On emploie, pour prouver cette seconde proposition, un genre 
de raisonnement particulier, qui est démonstratif lorsqu'on est sur de 
faire entrer, complètement, en considération tous -les éléments d'une 
question. 

Cette certitude est parfaitement acquise dans le cas dont il sagit ici, 
car il est manifeste qu'il n'existe d'autres données pour déterminer la 
résultante, que l'intensité de cliacime des forces composantes, et l'angle 
qu'elles font entr'elles (*). Or si la ligne de direction de la résultante pou» 
vait avoir une position quelconque par rapport aux lignes de direction 
des composantes, sans avoir sa trace dans leur plan , on le démontre» 
rait par un raisonnement exclusivement fondé sur les données dont je 
viens de parler , dans lequel ces données seraient employées d'une cer- 
taine manière ; mais on peut toujours , par le point d'application des 
forces , faire passer deux lignes qui, de part et d'autre du plan des comr 
posantes, aient des positions symétriques par rapport k ce plan et aux 
directions des composantes ; le même raisonnement, le même emploi 
ides données s'appliquerait indistinctement k l'une et l'autre des deux 
positions symétriques , d'où on est en droit de conclure , la position 
de la ligne de direction de la résultante, devant être unique, qu'elle 
n'a point sa trace hors du plan des composantes et qu'elle est , par conf 
eéquent, dirigée dans ce plan. 

44. Le problême de la détermination de la résultante, se réduit donc 
à trouver la trace de sa direction , sur le plan des composantes , et son 
intensité. La première partie du problême est résolue pour un cas par- 
ticulier, celui de deux forces égales. Dans ce cas, la ligne de direction 
de la résultante partage, en deux parties égales, l'angle formé par les 
directions des deux composantes, et on le prouve par un raisonnement 
.semblable à celui que j'ai employé dans l'article précédent. En effet , 
P et 77" étant les deux composantes égales, et z a l'angle compris entre 

( * ) Dorénavant , pour abréger renonciation , je dirai , V angle formé par 
deux forces , l'angle formé par une force et par une ligne , au Heu do dire , 
l'angle fornaé par les directions de deux forces , par la direction d'une force et 
par une ligne , etc. Ainsi ces expressions , ^rc^j qui font entr^eiles un angle A\ 
forces parallèles , etc. équivaudront à celles-ci; forces dont les directions font 
eutf-'ellei un angle A , forces, dont les directions sont parallèles , etc. 

leurs 
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leurs directions , si là résultante pouvait faire , avec la Composante 
P ^ un angle ^ ^ plus petit que a^ le même raisonnement qui prouve- 
irait l'existence de cet angle , prouverait aussi que la même résultante 
fait le même angle € avec l'autre force II ^ la totalité des données de 
la question s'appliquant, exactement de la même manière, à l'une et 
l'autre proposition; donc la résultante, qui doit être unique, ne peut 
être dirigée ni d'un coté ni de l'autre de la ligne qui divise l'angle % x 
en deux parties égales , donc sa trace se confond avec celle 4e cette 
ligne. Quant au sens de l'action, il n'est jamais équivoque. 
. Il ne. s'agit donc plus, dans le cas particulier dont je viens de parler, 
que de trouver l'intensité de la résultante que je désignerai par R. Cette 
résultante dépend uniquement des deux forces égales P et H y et de 
l'angle X a compris entre leurs directions , ainsi on doit avoir R-ss^ Jonc- 
tion ( P ^ d) et, en divisant les deux membres de cette équation par 

P^ on a — =- ^^ n — ^ ^^ prenant^pour signe de fonction, 

P P - 

et j'observe d*abord que le second membre de celte équation ne doit 
plus renfermer JP, ou que cette quantité P doit s'en éliminer d'elle 

même. En effet, ^ — ^ne contenant pas /f, si i^ se trouvait en- 

core dans cette expression, on changerait la valeur numérique de "^ ^ ^ > ■ 

c^ changeant seulement l'unité des. forces, ou le terme commun de 
comparaison auquel on rapporte P et R , quoique les valeurs absolues 
de P , R et a restassent les mêmes; mais le changement d'unité de 

P 

forces n'a aucune influence sur le nombre qui exprime le rapport -— -, 

auquel l'expression "^ ^ ' — ^ doit être égale ; il est donc impossible 

que cette expression puisse, par un changement d'unité de force, 
avoir différentes valeurs numériques tandis que P ^ R et ôl demeu- 
rent constants en quantités absolues, sans supposer, que son égale 

P 

■ p " est en même temps constante et variable ; car cettç condition ab' 
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surde devroît avoir lieu si P entrait dans la valeur de — — ; doncii — jyJ^ 
ne contient pas P et est une fonction de a seul , c'est-à-dire qu'on a> 
— =/(/?). ou 

Ji = Pf{a) (0 

jf (a) étant une fonction de dimension nulle ou un'^nombre abstrait 
égal au rappot entre R et P. 

Soient A P et Jl II ^ respectivement, les directions et les sens des ac- 
tions des forces égales P ttll et PAU l'angle compris entre ces di- 
rections, que j'ai désigné par 2. a j A R que je suppose diviser l'angle 
P A II en deux parties égales et former , par conséquent , un angle 
= a avec chacune des lignes A P et A H sera la direction et le sens de 
l'action de la résultante. 
Fie. 2. Traçons , de part et d'autre Ae A P ^ les droites Ap^ Ap' ^ faisant 
chacune un angle a avec A P , traçons , de même , de part et d'autre 
àe Ali j les droites An^^An:' faisant aussi chacune , avec A H , \e 
même angle c? ; enfin imaginons quatre forces égales entr'elles , dirigées 
suivant les lignes Ap, A p\A ^j A ^, et d'intensités tellesjquel /^ 
soit la résultante des forces égales dirigées suivant Ap et Ap\ ce 
qui suppose que H est aussi la résultante des forces égales dirigées 
suivant An: et A:^. On aura, d'après le théorème énoncé par l'équa* 
tion ( I ) , et en désignant , par Q j l'une quelconque des quatre forces 
égales dont je viens de parler, P=.Qf^G)^^ valeur qui substituée dans 
J'équation (i) donne 

^^(>/(«)/M (^) 

La résultante des forces Q dirigées suivant les lignes A p' et A fi' ^ 
qui font le même angle avec AR^ doit se trouver sur la ligne AR ; 
donc en désignant cette résultante par B! on a iî' = Qf{^^Si^ -W ^p' ) > 
ou 

/?'=Ç>/(«-«,) (3) 

on trouvera de même pour la résultante des forces Q agissant dans les 
directions Ap et An:^ et en faisant cette résultante = /î" 

/?-=()/(«+«,) (4). 

JL'action de la forpe R équivaut k celles des forces P et 77", les actions 
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ie ces deux dernières équivalent à celles -des quatres forces Ç), lesquelles 
peuvent être remplacées par iî'et /î", on a donc, trois forces lijR^^R^^} 
telles qu'on peut substituer la première aux deux dernières et récipro- 
quement, et comme ces forces agissent dans le même sens , R doit être' 
égal à R' -^R'^ j ce qui donne 

/(a)/(«,)p=/(<z_«,)+/(a+«) : (5) 

équation de laquelle il faut dé<:Iuirey*(a ). J'observe, d'abord que les 
quantités a et œ sont absolument indépendantes l'une de l'autre c'est-- 
à-dire ne doivent ê^re liées, entr'elles par aucune relation, l'angle o 
ne dépendant que de la valeur de Q qui est entièrement arbitraire. 
On voit aisément, d'après cette observation, que la détermination de 
f{ûL) deviendrait facile si on avait une équation entre a et ai dans 
laquelle ces quantités fussent séparées , et c'est à quoi je parviens en 
retranchant la «difTérentielle seconde de l'équation (5), prise par rap- 
port à a , de sa différentielle seconde prise par rapport à en ce qui donne 

fi") _ r(^) - (S) 
fi<^) ^ fi'--) ^ ^ 

d'après l'indépendance, que j'ai fait observer plus haut, entre a etdi, 
l'un quelconque des deux membres de cette équation peut demeurer 
constant, quelque valeur qu'on donne à la variable contenue dans l'autre 
membre , â'flix il suit que l'i^n et l'autre membre sont nécessairement des 

quantités cons-*«. ; ainsi on a, ^^étant une consJ®. , ^.^ ^^ f( \ ^ ^^ 

Cette équation, linéaire du 2«™^. ordre, donne pour )a valeur dejr(a) 
{calcul intégral de Lacroix art. 280 (*) ) 

/(«)==^e»^^ + 5e-«'^. ........ (8) 



{*) Les citations de cet ouvrage , répandues dans le cours df mpn traité d* 
mécanique , se rapportent toutes k l'éditiou în^"". de i8o6. 
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^ et B vtaflt deux constantes, et e k base du système des logarithmei 
népériens. 

La fonction di^ignée par^étaat aiii^i déterminée, on a, en appli- 
quant cette détççffiination à l'équation (5) et nesemblant les tcrmet 
multipliés par / — A i^^B 

l y = o 

é'apfè& Vîndéterminatioii absolue des rapports entre les quantités a' 
et an cette équation doit être satisfaite indépendamment de toute' 
valeur particulière de ces quantités, ce qui ne peut avoir lieu qu'erf 
faisant i— .^=0 et 7— iJspo; et en effet si on supposait k j4 et B 
des valeurs différentes de l'unité, toute valeur déterminée de a se 
trouverait liée, par l'équation précédente, à une valeur déterminée de 
G? , et réciproquement , ce qui est contraire à l'état de la question. 
Les valeur* -</ = / et B = 7 changent l'équation 8 en 

w on a, par les-formwîesde trigonoméfrie, 2 cos. (zP^^i )=c -f- c 

çu en supposant -^ sï? a ^*, a cosi ( a k^-*-^) Œ=-e ^ + c ^ ;• 

donc 

/(a)=!jcps. (ûtK-^) ..... (9) 
et cette valeur substituée dans l'équation (i), B=P f (a) donne 

/?=2J?cos. (ap^^) (lo) 

pour déterminerla^constanté ç jesuppose a=s ^ ^^ en désignant par ^rlade^ 
mi circonféreuce dont le rayon =-7^- dapsce cas l'ange IIj4P:s=:a,a=^j 
et les deux composantes égales P et U étant, directement opposées se 
font équilibre , auinoyea de quoi lew rést^kante est nulle. On a donc 

M^so-j d'oùco^. (' — K^ ) = o^^ ce qui su ppose -^ K^^ = ( s /2 -f i ) — 
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(il étant un nombre entkr quelconque) 9:5=-»- (^'^+')^ ^ 
B = zP co$. [ (2»+/) a ] 

JRj considéré ^oua le point de vue purement analytique, peut, ainçî^ 
avoir uoe infinité de vale^irs, misas, parmi toutes ces valeurs ^ il n'y en 
a qu'une d'applicable à la question particulière qui nous occupe, celle 
qu'on obdeot en faisant «=o ; toute autre hypothèse sur n donnerait 
des résultats inadmissibles , car en supposant que I^angle â a formé par" 

les diveejdona dea force* fût égal k —, r- > ©^ aurait 

^ (27Z + 7) 

JRz^zPcos* — :;szOj pour /i5=+ 1 j| 7Zï=+a^ « =i; + 3;, etc. 

et on serait conduit à dire que deux forces égales et dont les direction* 
ne se trouveraient pas. sur une même droite > pourraient avoir une 
résultante nulle ou se faire équilibre , ce qui est une proposition 
absuvde , le seul moyen de rendre nulle l'action combinée de ces forces 
étant de les faire agir en sens contraire , et ob =^ 7 jjt ^ élant la seuW 
Valeur qui remplisse cette condition. 
Faisant donc /issOy on a ultérieurement 

/î=2Pcos.a 

45. Si on représente ïes forces P et IT p^t les lignes A P et A lï pîg, 3 
](>ri8e sur leurs directions, c'est-à-dire si on fait ces lignes égales respec- 
tivement, à autant d'unités linéaires que P et 7J contiennent d'unités 

de forces , la résultante R devra être représentée , sur la ligne Jl R, 
par une longueur qui ait avec les longueurs A P çt Jtlï les mêmes 
rapports qu'a la force R avec les forces P et IJ j cette longueur sera 
donc égale k 2A P x cos. PAR c'est-à-dire à la diagonale AR à,\A 
parallélogramme ou losange A P RJT construit sur AP fUt AU. 

46. Cette manière de représenter de^s forces par des lignes prises sur 
leurs directions, et proportionelles aux intensités de ces fqrces, çst 
d'un usiagje général „ ext janécanique , et ^e l'employerai dans tout le CQwr? 
de ce traité, 

47. Je passe au cas où les deux forces qu^oji Veut composer eu uiie 
seule i sont inégales et forment entr'elles un angle droit. Soient P et 
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Q ces deux forces agissant dans les sens AP çt A Q H représentées 
respectivement par les lignes AP ^i AQ j j'achève le parallélogramme 
p. « rectangle P A Q Rex]ç trace les deux diagonales AR^tP Q j ]^ mène 
D A B y parallèle à P ()^ rencontrée aux points D et B par les paral- 
lèles P D et Q B k A B, Celte construction me donne deux losanges 
semblables et égaux DACP et CABQ dont la petite et la grande 
diagonale sont , respectivement , la force ^ P et la force A Q. Or 
d'après ce qui est démontré (art. 44) on peut, à la force AP ^ subs- 
tituer les forces A D et A C ^ et^k la force A Q ^ substituer les forces 
AB et AC ; les forces ABjADetnAC peuvent donc remplacer 
Jes forces AP et AQs mais les deux premières A B et AD étant 
égales et agissant en sens contraires sur une même ligne, se détruisent 
réciproquement , et il reste la force 2 A C^ ou la force AR^ qui , seule, 
peut , remplacer les forces A P et AQ j donc la résultante de ces forces 
est représentée par la diagonale du parallélogramme dont les côtés re- 
présentent leurs intensités. 

48. Parrive enfin, au cas le plus général de la composition de deux 
forces appliquées à un même point, savoir, le cas où ces forces sont 
inégales et forment entr'elles un angle quelconque. 

Soient AP et A Q des lignes qui représentent ces forces, lesquelles 
agissent dans les sens AP et AQ; je construis le parallélogramme 
AP RQ j et, après avoir tracé la diagonale A R j]e lui mène les per- 
pendiculaires P C et Q E j et j*achève les parallélogrammes rectangles 
ADPC et ABQE. \\ suit de l'art. 47 que la force AP peut être 
remplacée par des forces A D et AC^ et que la force A Q peut être 
remplacée par AB et A E j donc les deux forces AP et A Q peuvent 
être remplacées par les Quatre forces AD ^ AB ^ AC , et AE j mais 
les deux forces AD et AB se détruisent parcequ'elles sont égales et 
qu^elles agissent en sens contraires, et il ne reste que les forces A Ç 
et A E J agissant dan^ le sens A Rj qui peuvent, seules remplacer 
les forces A P et A Q. . 

On a A C+AEz=:AR donc les deux forces A C et A E ^ agissant 
dans le même sens A Rj se composent en une seule égale à la dia- 
gonale A R ^ qui représente, ainsi, la résultante des forces P et Ç, 
lorsque les intensités de ces forces sont représentées par les côtés A P, 
^ A Ç du parallélogramme P A Q R, 
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49. Les propositions que je viens de démontrer conduisent au théo- 
rème suivant qui est le fondement de toutes les théories mécaniques- 

« Si deux forces quelconques, P et Q ^ dont les .directions forment 
i* entr'elles un angle quelconque , . sont appliquées à un même point , 
« et qu'on représente leurs intensités respectives par des lignes prises 
« sur leurs directions, la diagoqaie du parallélogramme , construit sur 
« ces lignes, représentera la résultante des forces P et Ç)» 

Ce théorème est connu sous le nom de théorème du parallélo* 
gramme des forces. 

60. On voit que les relations entre les deux composantes AF , A Q 
et leur résultante A R sont les mêmes que celles qui existent entre 
les trois côtés du triangles AP R qui est semblable et égal au triangle 
AQR. D'après cela| désignant par ()' et ^''^ respectivement, l'angle 
que chacune des composantes P et Q fait avec la résultante Rj par 
s l'angle que ces deux composantes font entr'elles , et observant que 
l'angle A QRj ou son égal AP Rj à le mime sinus que «on sup- 
plément PAQj on a, par le théorème connu de trigonométrie, 
P : Ç: R II sin. p^^ : sin. ^' : sin. r 

5i* Un autre théorème de trigonométrie donne le moyen de déduire, 
immédiatement, la valeur de la résultante de celles des composantes , 
en ne connaissant , des trois angles f^; ç" et r ^ que l'angle r formé 
par les deux composantes ; on a pour calculer cette, valeur , en obs 
«ervant que le cosinus d'un angle ne diffère de celui de son supplément 
que par le signe, l'équation , 

jR* = Pa + Çâ + 2 P Ç COS. t 

Décomposition d'une force en deux autres ; indétermination du problême ; cas 
où les directions des composantes sont à angle d^oit l'une sur l'autre. Dé- 
composition d'une force en trois autres dont l'une quelconque est pcrpendi^ 
culalre au plan qui renferme les directions des deux autrea. Indépendance 
des composantes rectangulaires. 

5a. Le problème de la composition, en une seule,, de deux forcés 
appliquées à un même point, et dont les directions et les intensités 3onÇ 
données, est toujours déterminé, mais il n'en est pas de même du problême 
où Ton propose de substituer deux forces à une seule ; en général , puisqu'il 
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existe, art. 5o et 5i , entre les six tiantités P^ Q^ li^ ^' ^ ^" et r les 
hiêmes relations qu'entre les côtés et les angles d'un triangle rectiligne, 
il faut, nécessairement, pour que ces six quantités soient déterminées, 
que trois d'entr'ellés soient données. 

Quelque soit la combinaison des données et des inconnues, parmi 
les six quantités P^ Qj R^ çf y (>" et r^ si les données sont en nombre 
suffisant, on a, pour calculer les trois inconnues, deux équations four- 
nies par les proportions de l'art. 5o, et l'équation de l'art. 5i. Les 
proportions de l'art. 5o donnent trois équations, mais l'une quelcon- 
que de ces trois Qst une conséquence des deux autres. Au reste on peut 
employer pour déduire, dans chaque cas, par le moyen le plus simple, 
les inconnues des données, toutes les ressources que fournit la trigQr 
nométrie rectiligne. 

Ô3. D'après ce qui précède, si on se propose, pour condition unique, 
de décomposer une force R en deux autres, deux des cinq quantités 
^ >Q y Ç' j 9" ^ ^^ son'c arbitraires , et on ^ trois équatioi^s pour .dé- 
terminer les autres quantités. 

Mais si on ajoute à la condition dont je viens de parler, celle d'avoir 
deux composantes dont les directions soient à angle droit l'une sur l'autre, 
alors sin. r= i , sip. (>" ==cos. p' et les proportions de l'art. 5p deviennent 
P :(>:/?.; ; cos. p' : sin. ^' : i 

d'où ....... P=Rcos.()' j Ç = Rsin.()^ j 

tout est déterminé dès qu'on se donne deux des quantités Rj Pj Ç 
et (>\ 

54. I^es deux équations précédentes fournissent le théorème suivant; 
« Une force R et l'angle qu'elle fait avec un axe donné de position 

i< étant connus, ses deux composantes, parallèle et perpendiculaire k 
f* cet axe, sont respectivement égales aux produits de cette force par 
i< le cosinus et le sinus de l'apgle donné. » 

H est important que les élèves se fixent bien, dans la mémoire, ce 
théorème dont les applications reviennent à chaque instant dans l'ana- 
lyse des problêmes de mécanique. 

55. La décomposition d'une force en composantes rectangulaires doit, 

& plus fcTrte raison, fixer l'attention loi-squ'on la généralise en l'étendant 

au cas de trois dimensions, car elle conduit alors à un théorème 

fondamental auquel se trouve liée toute 1^ niécanique analytique. 

Soiç 
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Soit une force P dont le point d'application et la direction sont 
rapportés à trois plans coordonnés j et proposons -nous de trouver trois 
forces respectivement parallèles aux axes des a? ^ des^ et des Sj qui, 
appliquées au même point que la force P j puissent être substituées à 
cette force. Je nomme <p et n^ respectivement ^ Tangle formé par la 
direction de cette force et par le plan des xj'j et l'angle formé par la 
projection de cette direction sur le plan xjr et par Paxe des x. 

Les deux composantes de P^ respectivement parallèles et perpen- 
diculaires à l'axe des z sont, art. 64 , P sin. ^ et P cos. ^; cette 
dernière composante > parallèle au plan œjr, donne, elle méme^ deux 
autres composantes parallèles à l'axe des x et k l'axe des j" , dont les 
Valeurs respectives sont, art. cité, P cos. ^ cos. ri et P cos. ^ sin. ïii 
et qui avec la force P sin. ^ satisfont aux conditions demandées. 

56. Il eçt convenable de substituer aux angles ^ et 37 les angles» 
a ^ fety formés , respectivement , par la direction de la force P et 
par les axes des a?^ des y et des Zé On a, pour cette substitution, 
les formules citées art. sS , au moyen desquelles on trouvera que 
les composantes de P^ respectivement parallèles aux Xj aux j' et 

aux Zj sont 

P COS. a j p COS. Sj P COS. y. 

67. Le théorème précédent est celui que j'ai annoncé , art. 55 , eri fai-^ 
sant pressentir son extrême importance dans la Mécanique analytique ;; 
il est bon , pour commencer à fixer l'attention des élèves sur les avan« 
tages de la décompositipn d'une force en trois composantes rectangu-» 
laires, de leur faire observer qu^une force ne pouvant exercer d'action 
dans le sens d'aucune ligne tracée sur un plan perpendiculaire à sa 
direction, il résulte, de là, une propriété de cette espèce de décompo- 
sition , qui consiste en ce que l'effet de l'une quelconque des trois compo<< 
San tes rectangulaires Pcos. a , P cos. ^, Pcos. y, considéré parallèlement 
au plan qui renferme les deux autres, est absolument nul; c^est ce qu'on 
pourrait appeler Vindépendance entre ces trois composantes. 

\J indépendance dont je viens de parler est, comme je l'ai dit, la 
conséquence de ce qu'une force n'est capable de donner, à un point 
matériel, aucune tendance au mouvement dans un plan perpendiculaire 
à sa direction ; cette proposition manifeste est liée à toutes les vérités 
précédemment démontrées, mais on peut s'en rendre raison , immédia- 
tement , de la manière suivante ; supposons que le point matériel soit 
renfermé et assujetti k se mouvoir entre deux plans parallèles et infi- 
ni 4 
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' nitnent près Tun de Tautre, si la force perpendiculaire aux deux plans, 
qui sollicite ce point matériel , pouvait lui donner du mouvement entre 
les enveloppes planes qui le contiennent, elle lui donnerait ce mouve- 
.ment dans une direction déterminée ; mais vu l'égalité entre les angles 
que fait la ligne de direction de la force sollicitante avec toutes les 
droites qu'on peqt tracer sur les enveloppes planes en les faisant passer 
pour, le point d'application de la force , le même raisonnement par 
lequel on prétendrait prouver que le point matériel doit suivre une de 
ces droites s'appliquerait également à toutes les autres ; donc le point 
matériel n'en suivra aucune. 

Tout se passera différemment si la force sollicitante n*est pas per- 
pendiculaire aux enveloppes planes; on pourra, alors, la décomposer 
en deux forces rectangulaires, appliquées au point matériel, l'une peir 
pendiculaire et l'autre parallèle aux enveloppes planes ; la première ne 
pourra, par ce qui vient d'être démontré, donner aucun mouvement 
actuel au point matériel, Pautre, au contraire jouira, pour le mouvoir, 
de son énergie entière. 

J'ajouterai, pour terminer ce que j'ai à dire sur cette matière, que les 
angles a^ ff et y ^ formés par la direction d'une droite, et par les axes 
coordonnés, n'étant, en général, liés entr'eux que par une seule équation, 
îl y a toujours deux dé ces angles dont les variations sont indépen- 
dantes , s'il n'existe pas de conditions particulières; pour se rendre rai- 
son de cette indépendance par des considérations géométriqujes, on peut 
prendre un point de la droite dont il s'agit, pour origine des x' ^ y y 
z' y et pour sommet d'un oône dont l'apothème ferait un angle a avec 
l'axe des x' ^ lequel serait, en même temps, l'axe du cône; on voit que 
cette droite, peut, en faisant constamment l'angle a avec l'axe des x' , 
faire avec chacun des deux autres axes coordonnés tous les angles com- 
pris entre \^^^(t et x^+ay l'inclinaison sur un de ces axes, dé- 
termine l'inclinaison sur l'autre., ainsi les variations de deux de ces 
trois quantités a y 6 y y ^ comme celles de deux des trois coordonnées 
d'une surface courbe , ne sont liées entr'elles qUe lorsqu'une de ces 
quantités est supposée constante. 

58. Dans le cas où la force à décomposer serait parallèle a un des 
plans coordonnés, les trois valeurs de ses composantes, art. 56, se ré- 
duiraient aux deux valeurs fournies par le théorème de l'art. 64, un 
jdes cosinus devenant égal à zéro, et les angles, auxquels les deux cosinus 
f estants appartiennent, devenant compléments l'ujj de l'autre, 
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. 59. Jl est bon de remarquer que si on construit un parallélipipède 
rectangle dont trois arêtes, respectivement parallèles aux x y aux j^ et 
aux Zy et ayant leurs intersections au point d'application de la force 
Py représentent en quantité et en direction, les composantes P cos. a y 
Pcos. <Sy Pcos. y y la force P sera représentée en quantité et en di- 
rection, par la diagonale de ce parallélipipède; car les rapports de la 
diagonale aux côtés du parallélipipède étant, i:cos. a^ 1 : cos. ^^ 
I : cos. y y en multipliant par P les deux termes de chacun de ces rap- 
ports , on obtient ceux qui existent entre la résultante et ses trois 
composantes. 

Composition et décomposition de plusieurs forces appliquées à un ûiêrae point^ 
quelques soient le nombre, les. intensités et les directions de ces forces. 

60. Lorsque plusieurs forces qu'on veut composer en une seule ont 
leur direction sur une même droite , la résultante unique est égale à 
la somme des composantes» qui agissent dans un sens moins la somme 
des composantes qui agissent dans le sens opposé ; en effet A' y A" ect. 
étant les forces qui agissent dans un sens ,et -S'+iB"-+-ect. celles qui agis* 
sent dans le sens contraire, on peut, d'après Tart. 42, en les composant 
deux à deux , remplacer toutes ces forces par une force P=zA' j^A" -\^ 
etc. et une force () = B'+5''+ etc. dont la résultante sera P— (>. 

61 Dorénavant le mot somme y lorsqu'il s'agira de forces dont les di- 
rections se trouveront sur une même droite , désignera la quantité P— Qy 
c'est-à-dire {A'^A"+ etc.) — (-5' +5''+ etc.) c'est une énonciation 
abrégée analogue à celle qu'on emploie en algèbre lorsqu'on dit que la 
somnne des termes /z et — ^ est égale à a^^b y ou qu'on fait l'aggréga- 
tion d'un nombre quelconque de termes en ayant égard à leurs signes. 

6^ On a an moyen immédiat de composer, en une seule, plusieurs 
forces formant des .angles entr'elles, ei appliquées à un même point ; 
c'est celui d'en composer, d'abord, deux dont la résultante se compose 
ensuite, elle-même , avec une troisième force, pour donner une seconde 
résultante qui remplace les trois forces, et que l'on combine avec une 
quatrième force, et ainsi de suite , jusqu'à ce qu'on ait fait un nombre 
»— ï tte compositions, n étant le nombre' des forces à composer. 

<53, Mais cett^ méthode est longue ^t embarrassante j, le théorème de 
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Tart. 56 en fournit une infiniment préférable qui donne les valeurs cher* 
chées, par des formules extrêmement commodes et faciles à retenir. ' 

Soient les forces P'j T" y P'" etc. appliquées à un même point ; les 
angles respectifs formés par ces forces et par les axes coordonnés sont , 
pour Taxe deâ x : a! ^ ol" y ail" etc. ; |)our l'axe des jk •* ^ ^ ^^j ^" etc. ; 
pour l'axe des j ': Y y y" y y'" etc. 

Je décompose chacune de ces forces en trois autres, respectivement 
parallèles aux Xy auxj* et aux t } réunissant ensuite les composantes 
parallèles aux t y\^ représente leur somme par Xy (le mot somme dé- 
signant ici, conformément à renonciation convenue art. 6i , la diflfé* 
rence entre la somme des quantités positives et celle des quantités né« 
gatives) et j'ai l'équation • 

X= P' COS. a' + P" COS. a" + etc. 

les forces, dont les valeurs entrent dans le a«™e. membre de cette équa- 
iion, ont toutes leurs direction sur une même droite parallèle aux x , 
et les sens de leurs actions, sur cette ligne, sont donnés art. ^b et 26^ 
par les signes des cosinus; on peut donc, art. 60, remplacer toutes ces 
forces par une seule égale à la somme de celles qui agissent dans un 
sens, moins la somme de celles qui agissent dans le sens opposé, et 
cette force unique est X. 

En désignant , pareillement, par ¥ et Zy respectivement, les sommes 
des cofnposantes parallèles aux axes desj^ ^t des 5 on a 
r^r COS. ff + P" COS. ff' + etc. 
Z = P' COS. / + P" COS. /' + etc. 
et toutes les forces à composer en une seule se trouvent ramenées aux 
trois forces rectangulaires Xy Y y Z) la composition de ces trois forces 
donnera donc la résultante demandée. 

64. Soient P cette résultante, et a^ «T, y y les angles respectifs for- 
més par sa direction et par les axes des x des j- et des 2 on a, art. bé 

P cos. a = X 

PCOS. if=;jr 

P cos.y=^Z 

65. n faut réunir ces équations à celle de l'art. ^9, pour détermine? 
les quatre inconnues Pj aj^tty^ dont les valeurs sont données par 
les équations suivantes 
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C08. assi—^S COS. a»-—. 



^- cos.y = -p- 



6^. a^ Âet c désignant les coordonnées du point commuq d'appli* 
cation des forces, on aura \ç% équations de la ligne de direction de 1^ 
résultante en substituant, dans les équations de l'art. 27^ à cos. a^ cos. (T 
et cos. y les valeurs qu'on' vient de trouver, et comme "P se trouve di- 
viseur commun, il suffit de remplacer ces cosinus, respectivement^ 
par X, l^.et Z. • 

6^. S'il s^agit de décomposer une force P ^ dont le point d'applir 
cation, l'intensité et la direction sont donnés, en plusieui-s autres forces 
V ^ P" ect. dirigées sur son point d'application, on tombera dans une 
indétermination de Pespèce de celle dont il a été parlé art. Si. En effet 
les forces V P" etc. étant supposées en nombre «^ et la direction de 
chacune de ces forces dépendant. de deux angles au moins, (ou de troî^ 
angles liés entr'eux par une équation) on a un nombre 3 /s de quantités 
à introduire dans les seconds membres des trois équations de l'art. 64, 
les premiers membres de ces équations étant , dans le cas dont ri s^agit, 
les données du problème ; et comme , par la nature de ce problème > 
les trois équations de l'article cité sont les seules qu'on ait entre les in- 
connues et les données, il faut, si le nombre de ces équations est insuf- 
fisant, ou déterminer /i /;r/orr une partie des inconnues, ou avoir cntr'elles 
•des équations Je Condition , qijii dépendent toujours de cirfconstances 
particulières à chaque question* 

68. Lorsque les forces à composeï^ ou à décomposer doivent agît 
^ani le même plan, qu'on peat, sans nuire à la généralité d^ detei-- 
minations, supposer être le plan des x^^ les équations des art. 60 et 
61 deviennent les suivantes 

■ P CCS. cesrrP' COS. a' ^ êct; P sin. ûl = P' sîn. a'+ ect/ 

dans lesquelles on regardera comme inconnues ou les premiers ou les 
Seconds membres, suivant qu'on aura à faire, une composition ou une 
décomposition de forces. 

69. Faisant P' cos. a' + etc. = X et P' sin. a' ,+ etc. =s F^ on a povir 
remplacer les équations de l'art. 65, dans le cas dont jç, viens de .pçirler 

_^ . X 

Pist}/^X^^jr» J cas. «Œs -^^ >: ' 



Digitized by 



Google 



Sô Statique ÉLÉMENTAIRE. 

Condiliona de l'équilibre entre plusieurs forces agissant sur un même point 
libre y quelques soient le nombre , les intensités et les directions Je ces forces. 

70. Cette expression point libre désigne un point qui , dans le cas 
où il changerait de position, ne serait pas assujetti à se mouvoir sur 
une ligne ou sur une surface, mais pourrait prendre, dans l'espace, une 
direction quelconque, la définition que Je donne du point libre sera 
ensuite généralisée et appliquée à un système de points, 

71. Le point libre sera évidemment en équilibre si la résultante de 
toutes les forces qui le sollicitent est égale à zéro, ou si ces forces 
peuvent se réduire h deux forces égales et agissant en sens contraires. 

72. Mais la valeur l/' J^* ^ y* +Z^^ de la résultante, ne peut pas être 
nulle, tant que les quantités qui sont sous le radical auront des valeui-» 
finies, puisque ces quantités sont des quarrés, essentiellement positifs; 
il faut donc que chacune d'elles soit zéro séparément, ou qu'on ait 

lî^iQj F=oj Z = o. 

78. D*aprè§ l'indépendance qui existe entre les composantes rectan- 
gulaires X^ y et Zj et qui a été expliquée avec détail art. 67, aucune 
de ces trois forçe;s n'exerce d'action parallèlement au plan perpendi- 
culaire à sa direction, chacune des équations précédentes indique donc 
particulièrement que le point ne peut , en vertu des forces qui le soir 
liciten.t, prendre aucun mouvement parallèlement à l'axe auquel ée 
rapportent, art. 63, les angles, dont les. cosinus entrent dans cette équaf» 
iion; c'est l'expression d'un équiiibre partiel relatif à cet axe; un pareil 
éjquiljbre peut exister pqur un pu deux axes seulement , sans équilibre 
complet, et, alors l'égalité à zéro n's^ lieu que pour une ou deux des 
trois quantités X^K^Z. 

74. Les forces P^j P^' j etc. qu'on suppose en équilibre,, peuvent 
^tre, par les règles données précédemment pour la composition dqs 
forcîcs, réduites à deux, Tune desquelles serait la force P' ^ l'autre 
que je désignerai par /{'étant la résultatite de toutes les forces res- 
tantes P" y P'" ^ ect. Cette opération ne doit rien changera l'équilibre 
présupposé puisque Téffet d'une résultante est parfailemeut ideatique 
avec celui de ges composantes ; donc les forcés P' et R' doivent être 
en équilibre et par conséquent égales, et directement opposées, car si 
l'une et l'autre de ces dernières conditions n'avoient pas lieu ces forces 
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auraient une résultante assignable et ne seraient plus en équilibre. Le 
même raisonnement peut se faire sur chacune des forces P"^ P'" tic, 
qui se trouve , ainsi , égale en intensité à la résultaate de toutes lés 
autres forces , et agissant sur la même ligne de direction , mais en 
sens contraire. 

On a vu art. 40 , l'inverse de la proposition que Je viens de démontrer. 

Quelques propriétés de l'équilibre d'un point libre. 

75. J'ai publié, en 1800, dans ma Mécanique philosophique^ 
une construction géométrique de la résultante d'un nombre quelconque 
de forces appliquées à un même point , qui sert aussi à vérifier l'é- 
quilibre qu'on supposerait exister entre ce:s forces ; cette construction 
est curieuse, et je vais la donner, après avoir démontré les théorèmes 
de géométrie sur lesquelles elle se fonde. 

Si on a, dans l'espace, un polygone fermé, dont les côtés, peuvent 
être ou ne pas être dans le même plan , la somme des projections ortho- 
gonales des côtés de ce polygone sur une droite de position donnée , 
sera égale à zéro ; ainsi , en rapportant les positions des sommets de$ 
angles de ce polygone aux trois axes rectangulaires des Xj^etz, dé- 
signant les longueurs de ses côtés par /% /!' etc. les angles respectifs , 
que ces côtés font avec les axes des x ^ desj>^ et des z^ par a' , al' etc. ; 
ff ^,ff'^ etc. ; y' j y" j etc. ; on a les équations 

S {À COS. a) = o j Z (À COS. if) = o j 2 (À cos.y) = o. (*) 

Il est essentiel d'avoir une idée nette de la manière de déterminer 
les signes des cosinus dans ces équations, qui est analogue^à celhe que 
j'ai indiquée art. a6 ) prenons À' pour premier côté du polygone , et 
appelions une des extrémités de >î% son origine j et l'autre extrémité, 
son dernier point; on peut, pour ce premier côté, prendre arbitraire- 
ment Vorigine à l'une ou l'autre de ses extrémités, mais ensuite le choix 
n'est plus arbitraire pour les autres côtés ; il faut que le dernier point 
de k' soit Vorigine du côté qui lui est contigu , que le dernier point de 

(*) Le signe 2 indique et Indiquera, désormais, dans la suite de ce traité, 
la somme de toutes les quantités accentuées de la forme de celle qui est sans 
liccent devant ce signe; ainsi ^(^cos,a)==^'ços.a':+; A" cos. a'^^elc, 
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celui-ci soit y origine du suivant , et ainsi de suite , en allant toujours 

dans le même sens, jusqu'à ce qu'on soit revenu à l'origine de À'. 

Cela posé , si, ^ds V origine d'un côté quelconque ^^ on fait passer 
trois plans rectangulaires , respectivement parallèles aux plans des x^^ 
des xz tl àts j'z y et que je nommerai plans des x'y^ x' z' ety z^, 
et qu'on prenne sur les x' ^y y z' positives, les origines des angles ou arcs 
<2^^ '^ > 7 j ^^i n^ doivent pas excéder 200<>, les points extrêmes de ces 
arcs devront se trouver sur la ligne Ày A\x même côté , par rapport à 
son origine^ que son dernier point j les signes des cosinus dépendront 
ainsi de la région dans laquelle ce dernier point se trouvera. 

Les équations ci-dessus se vérifient facilement, d'après cette manière 
de déterminer les signes des cosinus; menons^, deVorigine du premier 
côté, une perpendiculaire ou ordonnée, sur le plan ^2 ^ et faison» 
varier cette ordonnée de position et de longueur, de manière qu'elle? 
parcoure le périmètre entier du polygone ; revenue à son point de 
départ elle aura , dans sa marche , subi deux sommes de variations, l'une 
positive l'autre négative, qui seront nécessairement égales entr'elles, 
puisque l'ordonnée a repris sa valeur initiale. Or chacune de ces varia- 
tions depuis le sommet d'un angle jusqu'au sommet de l'angle suivant,- 
est un des termes de Z (?. cos. a) ^ donc 2 (À cos. a ) = o. On 
démontrera, par un raisonnement absolument semblable, chacune 
des équations S ( À cos. ^) =0 j l! (À cos. y ) = ô^ en rapportant 
successivement l'ordonnée variable aux plans des x z et des xjy. 

76. ïl est bon de démontrer l'inverse de ce théorème qu'on peut 
énoncer ainsi; si on a dans l'espace plusieurs lignes séparées, ou non, 
les unes des autres , mais dont les longueurs À^ j )!' ^ etc. soient don* 
nées , ces lignes faisant avec les axes des Xy y^ z les angles respectifs 
a', a'' etc. ; if, S' etc. ; /, y" etc. Vorigine et le dernier point de 
chacune étant fixés, et les signes des cosinus déterminés, comme ci-dessuSjr 
et que, dans cet état du système, on ait les équations 2 {X cos. a )=:0^ 
2 {À cos. lf)=zoj 2 {À cos. y}=Oy en mettant tous ces côtés bout-à- 
bout, parallèlement à leurs positions primitives, et dans un Ordre abso- 
lument arbitraire, mais avec la condition que le dernier point de Tuft- 
quelconque d'entr'eux soit Vorigine du suivant , le polygone ainst 
composé sera vn polygone fermé. 

Pour le prouver faisons parcourir à une oidoanée perpendiculaire 

au plan 
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au plan j^ 5 le périmètre du polygone , depuis V origine du premier 
côté, celui par lequel on a commencé la formation de ce polygone, 
origine que je désigne par point a^ jusqu'au dernier point du dernier côté, 
celui par lequel on a terminé la formation du polygone, point extrême 
que je désigne par point b j les variations successives de cette ordon- 
née entre les sommets consécutifs des angles seront les termes de la 
somme S {X cos. a), mais cette somme de variations est nulle, par 
hypothèse, donc les valeurs, initiale et (inaie, de l'ordonnée sont égales 
entr'elles, donc les points extrêmes ^ et ^ sont dans un même plan pa- 
rallèle au plan j^ 2. 

. On prouvera, en raisonnant de la même manière, que les points atib 
sont aussi tous deux dans un second plan parallèle au plan xzj et, 
enfin , dans un troisième plan parallèle au plan x y^ donc ils se con- 
fondent en un seul point, celui qui est commun aux trois plans, et ces 
points attb étant, par construction, les extrémités du périmètre du 
polygone, ce polygone est fermé. C. Ç. F. D. 

77. L'usage du théorème précédent , pour vérifier l'équilibre qu'on 
suppose exister entre des forces appliquées k un même point , est ma- 
nifeste. Cet équilibre est exprimé, art, 7a par les équations X=o^* 
jr=o^ Z=o^ qui peuvent s'écrire ainsi 

S (Pcos. a)=o j S {Pcos. «r)=;o J 2 (Pcos,y)=oj 

or chacune des forces P étant représentée par une ligne prise sur sa 
direction , ce que j'ai appelle Vorigine de cette ligne, étant le point 
commun à toutes les directions, et, le point que j'ai appelle le dernier 
ppintj étant celyi vers lequel la force tend à faire mouvoir le point 
xommuQ d'application, si les équations précédentes existent réellement 
dans le système de forces dont il s'agit, les lignés Pj mises boutrà-bout 
dans un ordre quelconque et dans des directions parallèles a celles 
qu'elles ont ai|tour de leur point commun d'application, doivent, les 
Autres conditions prescrites art. 78 et 76 étant observées , former un 
polygone fermé. 

78. Lorsqu'en appliquant aux forces P la construction de Part, pré-* 
cèdent, on n'obtient pas un polygone fermé, l'équilibre n'a pas lieu, 
mais la même con^ruction donne, en intensité, direction et sens d'ac- 
tion , la force qu'il faut aJQUter au système pour établir son équilibre; 

I ^ 5 
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Cette forcô est représentée en intensité et direction par la ligne qu'il 
faudrait tracer pour fermer le polygone, et le sens de son action a lieu , 
(}u dernier poini^^ <ôté p(tr lequel qn a achevé la formation du péri** 
ipètre non fiern)é, à Vori^me du côté par lequel on a commencé ccUa 
farmatioji. 

79. Cette dernière force, qui £erme le périmètre, étant supposée 
agir dans un sens contraire h celui suivant lequel elle agit lorsqu'elle 
doit établir l'équilibre , devient alors, (art. 74) la résultante de toutc^s 
les autres forces, la construction de Tart. précédent fournit donc un 
moyen graphique de déterminer la résultante de plusieurs forces ap4 
pliquées à un même point, quelques soient le nombre, les intensités, 
les directions et les sens d'actions de ces forces. 

BO- Menons dans un polyèdre quelconque une droite ou diagonale 
qui joigne deux de s^ anglies solides choisis à volonté; on pourra 
toujours aller d'une extrémité à l'autre de cette diagonale, sur la sur- 
face du polyèdre, en suivant un certain nombre d'arêtes placées bout* 
^'bout. Si la diagonale représente, en intensité et direction, une force 
que je désignerai par Fj et qu'on applique à une de ses extrémités les 
forces représentées , en intensités et directions, par les arêtes consécu^ 
tives qui vont de cette extrémité à l'autre, on aura, suivant le sens 
qu'on supposera a l'action de la force Fj ou un système de forces en 
équilibre dont F fait partie, ou un système de forces représentées 
par les arêtes du polyèdre, dont F est la résultante. 

81. Il suit de là que si trois forces sont représentées en intensité et 
direction par trois lignes qui aient une intersection commune, et qui 
fassent, d'ailleurs, entr'elles, des angles quelconques, la résultante de 
ces trois forces sera représentée en intensité et direct iou par la diago^ 
Biale du parallélipipèdé construit sur les trois lignes. 

Désignons ces forces ou lignes \yar gj h et k les angles compris 
entre g et k^ g et h ^ h et h ^ respectivement, par a'^ a^^ af^' et là 
diagonale du parallélipipèdé par F, on a, diaprés les théorèmes de 
géométrie connus, pour calculer la résultante des trois forces^^^ h et 
h l'équation 

F^z=sLg^ + h^^Té -Ar^^gh COS. tf' + %gk COS. a" j^ %h1i cos. a'" . 

82t Dans le cas du parallélipipèdé lectan^e» oftte éi|usiîoii devîeai 
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F^^g^\^h^^k^ j ainsi que ceta doit èïvé d'après les fonnules rc* 
lativeg aux composante» lectangukîrea, dénio0tréet art 64 et 65* 

83. Ycâci des conséquences très -remarquables des éqimtiosis d'équU 
libre de l'art. 72. . 

Imaginons une ligne droite passant par le point commun d'applica- 
tion des forces et par un autre point dont la position dans l'espace 
est enlièremetrt arbitraire; désignons par p la distance entre ces deut 
points, par ff ^ff' , ccL les angles respectifs formés piar la ligrie p H 
par les directioitsi des forces P' ^ P" ect*^ et par a^ ^et / \^ angles 
respectifs formés par cette même ligne p et par les axes des c[>à^y et 
des-t* 

, Si otk muitiplîek i<«. des équations de l^art. 7^^ par p ces. ay\tk 2»*, 
ptr p<ios. ^^ la 2f^* par f cos. y^ en substituatit ii X^ ¥ eiZ, teui^ 
valeurs doonéesp arh 63^ et qu'on ajoute les équath)ns^produtts^ le terme 
i|li> contiendra la force P' sera P p (co9^ à cos. a'^-cos. ^ cos. ^ 
»f cea. y cos» /) v or oti sait » par la trigonométrie» que la somme des 
produits decoshfmsy qui iDuItip^ie P' f^ eék éga^ an cositrm de l'angle 
formé par ks devx lignes aulK}tielles appartiennent les cosimts qui 
entrent dans ces produit», et ces Ugnés> dans le cas présent ^ scmt pet 
la ligne détection de i'^dônc cette expression est égale k P' f^cos.^; 
Wmême raiaomiement s'applique aux termes qoi retiferment P^\ P^" ^ etc* 
aÂnst VéquatfeOB onique réâikantede lasomme des équattons-produits , est 

2; (Pficos.^) = o 

pour avoir K?s sfgnes des côsinug^ des angPes ff y il faut prendre un point, 
sur là* dîrectîoh de p ^ & Tùnifé de distance du point commun d'appli- 
cation des forces ; le point commun sera le cerftre d*un arc de cercle , 
qui , ayant son origine â l^iaitre point pris sur ka direction de p^ ira 
se terminer à un point de la ligne de direction de P vers lequel' cette 
force tend à pousser le point commun d'application; cet arc sera la me- 
sure de ^et déterminera ïc signe de cos. 0. 

84. ^ ces. d est la projectiotr orthogonale de la ligne p sur îa direc- 
tron rfela force P } sr on- conçoit une longueur quelconque , prise sur 
cette direction, et ayant une de ses extrémités au point commun d'ap- 
plication des. forces, q cos. & pourra être considéré comme un incré- 
ment ; additif ou soustracrif, de cette longueur. 

85. Prenons , sur la direction de chaque force P^ un point fixé , dû 
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côté opposé à l'extrémité de l'arc Û par rapport au point commun d'ap 
plication des forces , et désignons par la lettre p y portant le même 
accent que Py la distance entre ces deux points. Faisons (O cos, ^=A/^. 
l'équation de l'article précédent se changera en 

et on fera, dans chaque terme, ts.p positif ou négatif respectivement, 
suivant que cet incrément tombera, ou non, par rapport au point 
commun d'application des forces , du. côté vers lequel la force P pousse 
ce point. 

86. M. le Chevalier Fossombroni à donné l'équation précédente dans 
son ouvrage intitulé Mémoria sul principio délie çelocità virttialiy 
avec une construction curieuse qui rend manifestes les signes des ter- 
mes. Supposons que le point cornmun d'application des forces se trouve 
sur la surface d'une sphère , dont p soit le diamètre ; la partie de la 
<lirection de Py comprise dans cette sphère, sera, abstraction faite du 
signe, égale à p cos. ûy qui devra être affecté du signe -+• ou — ^ r«- 
pectivement, suivant que la force P tendra à jpousserle point commua 
d'application en dedans ou en dehors de la sphère. 

87. La grandeur de la ligne p étant absolument arbitraire on peut 
la supposer infiniment petite; alors les incréments £;^p deviendront 
des différentielles d p ci l'équation de l'art. 85 devra s'écrire ainsi 
Z{Pdp)^o. 

88. L'équation S {P dp ) = o est celle à laquelle on parvient 
loi"squ'on veut exprimer que la somme des produits P p est un maxi- 
mum ou un minimum , les différentielles des quantités p étant prises 
de la manière indiquée art. 85 , dans l'hypothèse de p infiniment 
petit ; et ce résultat offre une propriété, digne d'attention , de l'équi- 
libre d'un point. 

89. On a donné au produit P dp le nom de moment de la force 
P j cette expression moment a une autre acception dont je parlerai' 
bientôt. L'équation ^ (P dp')z=.o est l'énoncé , applicable à l'équi- 
libre d'un point matériel, d'un principe très -général de mécanique 
^u'on appelle principe des çltesses virtuelles et dont l'important usage 
pour l'analyse de tous les problèmes d'équilibre et de mouvement se»a 
développé dans la suite du cours. 
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De Téquilibre d'un point matériel assujetti à se mouvoir sur une surface ou sui' 
une courbe données et immobiles. Pression qui a lieu au point d'applicatioû 
des forces. 

" 90. On trouve dam ma Mécanique phitosophiljiie j àrr. çSiet 96^* 
les équations fondamentales de la théorie que je Vais exposer erif 
donnant les démonstrations et les développements que la nature de ttt 
ouvragé ne me permettait pas d'y placer. - 

La première condition de ^équilibre de phisieurs fi)rcés appliquée^ 
à Un même point d'une surface immobile .quelconque, est que là 
résultante de toutes ces forces agisse dans le sens de )a lîorimaje à lai 
Surface^ menée par le point commun d'application. 
. Si cette condition n'avait pas lieu^ la résultante pourrait se décom-^ 
poser en une force normale et une force tangçntielle \ cette dernière 
force n'exercerait aucune action, contre la surface et iie pourrait être 
détruite, ni par la réaction de cette surface ni ( art. 67 ),par aucune 
autre force du système; elle est donc incompatible avec l'équilibre, et 
la force normale doit exister seule. 

. 91^. Il est aisé d'énoncer analytiquement. La coùdition dont je viens 
de parler ; on connaît la surface, sa ))osition et celle, du point d'applj- 
cation, des. forces t on connaît donc^ aussi, la direction de la normale 
ft les angles A ^B ^Cj qu'elle fait, respective^nent , avec les a? les j^ et 
les ^ ; on a de même , par les formules démontrées art. 60 et suiv**. , 
la direction de la fésultailte et les angles respectifs dy^S^y, qu'elle 
tait avec les mêmes axes; il sagît d'exprimer que le cosinus de Hangl^ 
formé par ces deux directions est égal à l'unité, positive ou négative,! 
au moyen d'un théorènie de trigonométrie déjà çité-ef employé et qui 
donne l'équation de condition 

COS. A cos* a + COS. B cos. ^+ cos. C cos. y = + * 

92. Cette condition ferait la seule nécessaire pour assurer l'équilibre 
si le point conrHriun d'application de» forces était contenu entre deuil 
enveloppes courbes, placées infiniment près l'unp de l'autre ^ et telles 
que leurs normales eussent partout la même direction. Mais si le point 
dont il s'agit est posé sur une seule enveloppe courbe, sans être contenu 
par une autre , la résultante doit satisfaire & une seconde condition ^ 
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celle d^agir dans la direction convenable pour tenir le point matériel, 
sur lequel son action s^xerce, appliqué contre la surface courbe ; voici 
comment on énoncera cette seconde condition. 

Supposant la normale prolongée, à partir du point d'application, du 
c^é de l'eRVfloppe eourb« c^ppoaé k celui où S9 trquve le point ma- 
t^iriel soun^is à faction de3 forcer, et considérant ce prçlpng^menC 
CQOune la dljrection d'une force qui tendrait à faire traverser t'envelop- 
pe courbe au point matériel, on prendra les angles A jB çt C de la 
manière; prçscrite art. s& ; ks. angles m^6t%y sont ce^iaés pris d^ la 
^éme.màni^;re , et si le premier injembre de l'équation de l'art. 91 est 
pf>sitif^ Q^ ^ 91R a 

COS. A C08. jst -^ ços. B coa. ^-^i^ cas. C eos. ;r = -f- 1 

cette équation sera l'équation de condition demandée qui , lorsqu'elle 
kuif^ lieu /prouvera que la résultante des forces agit Ans le même sens 
qire la force fîctive qlii a été supposée agir dans la direction de la nor- 
male pour faire traverser Penveloppè courbe au point matériel, que 
par conséquent cette résultante presse fe point matériel contre Fenve- 
loppe courbe. 

93. Les coordorfnées du point d'application des forces, sur la surface 
ôu enveloppe courbe, étant x ^jy et 5 ^ et considérant ce point comme 
l'orrgîne commune dé* trois autres coordonnées x' Jj^ tt ^^respective- 
ment parallèles aux premières , on a pour l*équati©rt du plan tangent 

ti pour tes équations de la normale 

la troisième se déduit des deux premières. 

En conséquence, faisant < i + ( -^ )* + ( — ^ )a > = û7 les cosinu» 

des) anglM formée par la oorm^èc et par ks â*es it^ x^y ^t s se- 
ront, respectivement, 

dz ' • , dz 



-^^d^)^^''^^^- -c^) = c<^-^-- -^ = ^^5 






C 
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rrprrsantwt par Ksso Téquation de la surface courbe > on a, en général , 
, dz X / ^^ \ i àK. y. , dz V / «K V , dK . 



et 00 conclut de ces équations en 



f''--jô'+<f)'+<S)"}=^ 



les valeurs suivantes de» mêmes cosinus 

cos.y/=(-^): J2^- cos.fi = (-^):i2^- cos. C=(J^ j : J2 

D*un autre côté on a vu» art* 65, qu'en désignant par jRla résultahte 
de toutes les forces dont X^ -F, Z seraient respectivement le* sommes 
des composantes parallèles aux o^^j^ et« on avait, 

X Y Z 

COS. a= — s COS. /f= -^j COS. y = — • 

réquation de l'art, précédent devient f en y substituant les valeurs des 
cosinus de A y Bj C^ a^ € ^ y qu'on vient d'assigner 

^<#)+^<-^)+^<-§>=«'« ; 

94. D*après l'identité des directions de la résultante des forces et de 
la normale à la surface courbe^ au point commun d'application de ces 
forces t ai on décompose chacune d'elles en deux, dont l'une ^oit nor- 
male et l'autre tangentielle , le système de ces dernières doit être en 
équilibre , ou avoir une résultante égale à zéro , car si cette résultante 
particulière n'était pas nulle , elle pourrait se composer avec la somme 
des forces normales qui des-lors ne serait plus la résultante générale. 

Cette considération fournit deux équations de conditions par les- 
quelles on exprime l'égalité à aséro des sommes des composantes des 
forces tangent ielles , prises respectivement par rapport à deux axes 
rectangulaires menés dans le plan tangent, mais ces équations n'ajoutent 
rien k ce qui est énoncé par l'équation de l'art. 92, ou par celle de 
Fart. 93 , puisque l'équilibré auquel elles se rapportent est une conse- 
quenca p^essmre de l'identit^ de direc^pn dont les équations des 
articles cités affirment l'existence. 

^5. La même identité des drréctioiis dé la résultante des forcés 
et de !a normale à la surface courbe donne les équations séparées 
col. \^ ±$€09. ^ j Gos. B =5 cos. ff y COS. C7±z coè. y > ou 
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uZ 

en multipliant la i«". de ces équations par X^ la 2*°*®. par /^ U 
3eme, par Z j faisant la somme des équations-produits, et observant 
qu'on aX*+-r* + Z* = /î*^on retrouve l'équation de Tart. 98* 

. 96. Éliminant -7^ entre les trois équations de l'art* précédent on 

obtient les deux suivantes 

97, Taî donné dans ma Mécanique philosophique y art. 95 , lea 
équations des deux art. précédents ; il est manifeste qu'avec ces di- 
verses équations, la relation /î= j/'>r* + jr*+-^*^ et l'équation de 
la surface , on a tout ce qu'il faut soit pour trouver un système de 
forces qui serait en équilibre sur un point déterminé de la surface, soit 
pour trouver le point de cette surface ou il faudrait appliquer \xx\ 
système de forces doniié si on voulait obtenir l'équilibre, 

98. On aurait pu ramener le cas d'équilibre traité depuis l'art. 90, 
à celui d'un point libre ^ en Introduisant dans l'analyse la réaction 
due à la résistance de la surface , laquelle çst t^gale et directeme^it 
opposée à la pression normale qu'éprouve cette surface; désignant par 
N la réaction dont il sagit, et considérant iV comme une puissance 
qui se combine avec les sommes de composantes X^ J^et Z^ pour 
maintenir en équilibre le point d'application des forces, ce point peut 
être regardé comme libre, et on a, art. 72 

i\rcos,-^+X=so^* iVcos.B^. J^ssoj iVcos.^H-Zs50 

:d'oii on déduit, d'abord une valeur de iV pumériquemppt égale à^lc 
de la résultante /{ ^ ou de la pression normale qu'éprouve la surface^ 
Biïaip de signe çwt;raire« Substituant ensuite pour N cette valeur et, 

pour 
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pour COS. A ^ COS. B y èos. C^ le^ «pressions doniïces ^n. 93, oii a les 
équations de Part. 96 , etc. . . f 

^ 99. La directton de l*axe des z étant strpposée la rtv^fi^ qu^- cdte de 
fa normale au point d'application des forces, on a cos. ^îmo^ cos. B^^ty^ 
cos» C=s I ^ et désignant par JP^ 1^'^ Z'^ respectitemênt , ce que de* 
viennent, dans ce cas, X^ JT et Z^ les équations de l'»tr précédent se 
changent en 

') 
f-^ deux premières expriment l*équilîbre de« fonces taftgmtielles doo^ 
j*aî parlé, art. 941 la troîsîiane, lorsqit'on a l'intensité, la direction et 
le sens de l'action de chacune des force* qui entrent dans Z* y dotmé 
Timeosité et le seUft de l'action de laiurce normale N ^ laquelle fi^it équi.^ 
y^6 à la pressicsi normale R qu'éprouve la surface. . . . 

100. n résulte de l'analyse précédente (depuis Tart. 90), que cette pres- 
sion R est entièrement indétepAninée et arbitraire lorsque fe peiait xile hi 
surface est donné et qu^il s*agit d'assigner un système de forces qui soit en 
équilibre sur ce point ; c'est ce dont on se rend raison immédiatement! 
en considérant que la seule condition , pour cet équilibre , est que la dî* 
reciion de la résultante soit normale, cette résùftante pouvant d'arlleutrf 
avoir une intensité quelconque; aussi voit -on que les équations de 
Part. 98^, forsqwe les eoordomiéeg d?^ JT ^ ^ sont coimii«i, se doment 
que les rapports entre les forCW X> -F'Zj^ et isiissetH la v^foitr d'unr dqa 
quatre quantités X^ Y ^ 2et i? absolument airhitraire; et en eflet comme 
dans le cas dont je parle, on satisfait à toutes les conditions exigées 
par la seule directÎQH de la résultante çt que. cette direction d^peha 
des rapports entre' X^ T ^ et Z^ ces ràpportS^ sont Tes Seules choses que 
les équations de Tart. cité at^tit à ftîre confialfrt?. .Geî éqetftitWrti^iJ^^rti.oli 
déduit les valeurs par!fc»lij^*eâ d^ 4t^^«t is loi^iie le système de forces 
est donné, cas auquel W problème ^SC (^^linî^^-su^sejoildoAQ ».^^ 
tWM8 Wfca»>».*t TeBagiP dt^i^iavti^ Heteti|w»4oitf U ^tpôcTé art, yy ^ u'pst 
itidfqté ql]^ ponitr i^tisTairet k des* CândUi4>i3^ particulières, faciliK^r. les, 
edcuteeitt*. Cm obsefax^affion» , âkHiè n^tiiceJle^ent suggérées par le con- 
tenu des ar4. piétééentsy <h«î* j'ai cru^d^voiren faire; l'ohj/?t jd'uu arliclê 
pûtiaubei^t pm«}u'eHf»GQnif^^eBt 4t^ «Tj^iqatlc^ néce^Sciirrs pjç}ur 
I ^ *6 ' ' " 
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rintfUigence d'uue théorie curieuse et sur laquelle j'aurai occasion de 
^revenir relativement à des quêtions importantes. 

lOi. Je passe au cas où le point matériel, sollicité par les forces» 
est assujetti à se mouvoir dans un canal immobile et infmiment étroit, 
k simple ou double courbure; dans ce cas, on a , pour condition unique 
d'équilibre, que la résultante des forces agisse dans un plan perpendi- 
culaire à l'élément de courbe sur lequel le corps est posé, et cette 
condition renferme celle/le l'égalité k zéro de la somme des composantes 
tangentielles , c'est-à-dire de la somme des produits des forces par les 
tosinus des angles qu'elles forment avec la tangente menée à leur 
point d'application. En dési^^ant par ds l'élément de courbe, à ce 

, d.T dy di 

même pomt , les expressions --j— ^ ^ - ■ j --j— seront , respectivement , 

les cosinus des angles qu'il forme avec les axes coordonnés , et comme 
les cosinus des angles formés par la résultante des forces et par Tes 

mêmes axes sont-j- ^ -^ ^ -^ ^ on peut, par le théorème connu , ex- 
li R H 

primer que cette résultante et cet élément de courbe forment un angle 
droit entr'eux en égalant à zéro la somme des produits des couples 
de cosinus rapportés à un même axe , ce qui donne l'éqqation , 

X dx J^ r dj + Z dz=o 

I02. Représentons les équations de la courbe, ou du canal infiniment 
étroit qui renferme le point matériel, par 

ces équations donneront 

d^^sskdxf {x) j dj:;^dx 4>' {x) 
et r^qualion de Tari, précédent se changera en 
X+r^' x^Zf {x) = o 

qui assurera léquilibre toute les fois qu'elle aura lieu. 

*io3. Lorsque les forces seront données, Téquation précédente fera 
connaître la valeur de x correspondante au point du canal oii 11 faut 
appliquer ces forces pour obtenir l'équilibre ; les deux autres coordon- 
nées se calculeront par les équations z =f{x) et j^ =^ (.t). 

1Q4. La question de déduire de la connaissance des forces , celle do 
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la position de leiir point d'application est donc déterminée ; il n'en est 
pas de même de la question inverse ; si le point d'application des forcés 
est assigné , à priori j on pourra se donner arbitrairement deux des 
trois composantes rectangulaires X^ Kj Z et la troisième se déduira 
de l'éiquation de l'article lOâ ; ou, plus généralement encore, se don- 
ner toutes les forces du système à l'exception d'une , pour laquelle on 
pourra, même, assigner, arbitrairement, le sens de son action, et, de 
plus, ou sa direction, ou son intensité et un des angles qu'elle. forme 
avec les axes coordonnés. 

io5. Cette indétermination tient à ce que la section transversale et 
normale du canal curviligne, qui contient le point matériel soumis k 
l'action des forces, ayant, par hypothèse , un périmètre fermé, ce point 
sera toujours appuyé contre la paroi du canal quelque soit l'angle formé 
par la résultante et par une ligne donnée de position , dans le plan de 
cette section , angle qui peut varier depuis o.® jusqu'à 400® ; tout se 
réduit à assurer l'existence de la résultante dans le plan normal en satis- 
faisant à l'équation de l'art. loi ou à celle de l'art. 102. 

Mais si la section transversale et normale n'a pas un périmètre fermé,, 
c'est-k-dire si le canal curviligne est un canal ouvert, l'indétennination 
n'est plus aussi grande ; en menant, par le point d'application des forces 
une normale au* périmètre, à chacune de ses extrémités, la direction de 
la résultante ne peut pas sortir de l'espace angulaire renfermé entre ces 
deux normales , et le sens de son action doit toujours être tel qu'elle 
pousse le point matériel dans ce même espace afin de le faire appuyer 
contre la paroi du canal. Lia forme de ce canal est censée connue dans son 
étendue entière et par conséquent les positions des normales dont je 
viens de parler, sont aussi connues à chacun de ses points. 

106. Ces deux normales aux extrémités du périmètre, pourraient être 
considérées comme appartenants à deux surfaces courbes qui formeraient 
par leur intersection le canal dans lequel le point matériel est assujetti 
à se mouvoir; mais il y a une infinité de surfaces qui peuvent avoir leur 
intersection sur une même courbe , en se coupant sur un angle donné 
pour chaque point, et comme cet angle (pu son suppléinent) est l'u- 
nique chose à considérer quand on veut assigner les limites entre les- 
qu'elles la direction de la résultante doit se trouver, la question des 
conditions de l'équilibré sera traitée complètement si on y introduit les 
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JD^eaqui déterarinent ta direction de lâ résiiltftnte daos le plan oornial, 
-àe maniètir k pouvoir tcfujours recomattre si l'exîstience de l'équilibre €H 
4saiiipinlble avec les ^af iations de ces aogles dan» cerHaimes Jîemtei^ 

Celte manière dr traiter le ptobtéiiie;a l'avantage d'r(re SdKcihokeut 
et LBnrnqdiateofernt applîcaUe à des recherche» phyaicoHnalhémafiques 
loii on consrdére l'équîtibre et le mouvement des corps dana des canauji 
cucvtlignes de grandeurs finies , et de forme ou donnée ou inconnue } em 
'VOïciVms}j9e. : ' - ' . f 

107. Par le point d'application des forces qui a a?^^ et * pour coor* 
^nnèeSf Je rrtène trois axes i-espectiveriient paràUèles à ces* coordonnées 
jqwi seront les axes des .^S J"^ ^ ^' ^^ )^ suppose que \tû v^Uuhh^ 
ée U irgne de direction de la. résuhantcf R des forces appHqvtées à €9 
poîpi sont 

faisant l^i -f ^4* + ^„^ =i^ 

les valeurs des cosinus des anglles formés par cette lij^ne et par les axe^ 
de* aT> des'^ et des -i seront respectivement 

et pour exprimer que cette même ligne csf dans un plan normaf â là 
courbe ou que sa direction est à angle droit sur celle de Téfément d S ^ 
au point d'application des forces , on a Téquation 

dx -^ a^ dj f+.aj,,dz=9;0 
car, en divisant cette équafiouj>ar i"^^;^ ses termes deviennent les pro;» 

.^ t t a. rtr, 1 dai' df 

duits respectifs de^ cosinus 7^ -^ "p- ^ "~p ^ P^^ '^^ cosinus -^-- ^ --^-^ 

^ j£f, ^ angles forœési par l'élément d^ et par les x les j^ et les z, 

108. En substituant, dans féquatîon précé Jeirte , pour dj tld^ 
leurs valeurs,, données art. 102, l'équation précédente devient 

I ^a,^ 0^) +«#//" (r J = o 

109. Les cosinus—^ L, ) ^ ^ ^; ~^ -^ j étant ég^'. 
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par hjrpodièse» on a ic4 éqiiMrdti» 

X±rR:rj r=±Rti,:Fj :È^Rii„:t^ 

1 10. Éliminant R : V entre ces équdtîohs on obtient les deux Suivantes 

Y=a,X} Z=^a„X 

111. Les équations précédentes fournissent toutes les détérnlinatien^ 
que la question, considérée sotis le point de vue le plus général f peuC 
comporter. Si dn veut avoir leâ tonditions de réc^uilibre dans le caa 
pu le canal est fernié et oit la résultante dés forces peu^ avoir une di-. 
rection quelconque dans Id pl^Hi normal , on éliminera à, et a,, entré 
les équations de l'art. 1 16 et Téquation de l'art. 108 , et on obtiendra 
l'équation de Tari. i^% à laquelle î'étatë déjà parvenu par \à comndé^ 
Fatioa inYniédiate de ce ca» particulier. 

f 1 2. Si I dantf le ca^ du canal ouvert f le point d'application des forées 
est. donné , le» lilinites d? a^ seront connues d*aprfes k forme de ce cà-' 
Bal } en efiet^ ^^ ^tant la tebgente Iriganorhétrique de l'angle compris 
entre la projection orthogonale de R sur le plan af y et l'axe des x'j 
ei^ faisant, Air le mémie plan, la projection de l'angle formé par les deu]( 
normaks' extrêmes du périmètre de la seciio» transversale et normald 
dû canal, on pourt-a tdt>)oursdoi^iierà a' une valeur telle que la projectiorl 
1^ /? se trouve dans la projectioti de Tangle des normales, et dès-lofs, 
7? elle n>éme se trouvera dans l'angle des normales, si on l'assujettit ^ 
d^a^lleurs , à avoir sa direction dans le plan de la section normale au 
canaU Âssigliant donc à a^ une râleur arbitraire entref lés limites doni 
je vien^ de parler, iz„ se calculera par l'équation de l'art. 108 aprif 
qpoi les- composante» X. V ^ Zse déduiront des éqUatioi^s de l'art. 109* 

Il 3, Lorsq^ue les fore» sont données et qu'il s'agit d# trouver, suf 
Je canal curviligne , un point d'application où- elles puissent être en 
équilibre, on Connaît X^ Kj Zy a, et a^^ et on détermine la valeur 
de X ou par l'équation de l'art. 102^, ou par celle de l'art. 108; le 
point ainsi déterminé sera Celui où la résultante se trouvera dirigée 
dans le plan normal, mais toutes les conditions de l'équilibre ne seront 
pas- aadifrée^ pour cefe, car i*îén n^exprrmera encore qiïe Fa résultante 
àfs forces tend à faire appuyer ion point d'appH(*afiort contre la paro! 
du canal ouvert, c'est-à-dire que le* valeurs de a, et a,, sont telles que 
ïa direction de la jéiulVante est renfermée dans Tanglle formé par le* 
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deux normales ^trémes du périmètre de la section transversale et nor« 
mâle de ce canal , au point trouvé ; c'est une seconde condition tout-à* 
fait indépendante de la première, et il peut se faire , d'après la loi qui 
lie la forme de la section transversale aux coordonnées du point où cette 
section est prise , qu'aucun point du canal ne satisfasse aux deux condi- 
tîons à la fois ; en effet, désignant par ^' et j4'' les angles respectifs, 
formés par les projections sur le plan x' y y des normales extrêmes du 
périmètre , et par l'axe des a:* y on doit avoir , dans l'hypothèse ou ce 
qui concerne la forme et les dimensions du canal, se trouve, à tous 
égards, soumis à des loix régulières, ^'=F(a?)^ A^^^S^x) et les 
conditions complètes de l'équilibre n'auront lieu qu'autant qu'en subs- 
tituant, dans ces équations , la valeur de x déduite de l'équation de 
l'art. I02, ou de celle de l'art, io8 . il en résultera pour les angles 
A' et A" des valeurs telles que l'un de ces angles soit plus grand et 
l'autre plus petit que celui dont la tangente =?^, ; mais comme, par la 
nature de la question, les fonctions /^(ir)et 6^(t) sont entièrement 
indépendantes dey(j?) et (^)^^vu qu'un canal, dont la courbure 
longitudinale est donnée, peut avoir des sections transversales soumises 
à un infinité de loix différentes, rien n'assujettit la valeur de x que vérifie 
l'équation de l'art. lOA , à vérifier les inégalités A' < (arc tang. = «,); 
A" ^ (arc tang. =^z^ ), ainsi ces conditions diverses doivent, en 
général, être satisfaites, séparément, par des points diff^érents 

114. Dans les applications qu'on aurait & faire de la théorie précédente 
à certains problèmes physico-mathématiques on réunirait les deux con- 
ditions dont je viens de parler en faisant coïncider la direction de la ré- 
sultante avec celle du rayon de courbure , ce qui est un cas remarquable* 
Dans ce cas a^ et a^g sont déterminés pour chaque point, et on^ 
dj dz ddz — (dx^ + dz^) ddy 
^' ^ dx . d\dj^^dz^) 

^^' Tz 

la seconde de ces équations a été démontrée art. 107 ; la i«'^ s'obtient 
en éliminant^ et z' de l'équation, donnée par la géométrie analytique^^ 
f_ dzddy—djyddz , ddz , 

^ dxddj ^^d:^'^ ' 
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du plan qui renferme deux éléments concécutift de la courbe, ( et dans 
lequel , par conséquent , se trouve le rayon de courbure ) avec les 
équations yz=ia, x' ^ *'=tf,, a/^ divisant par a/, et substituant^ 

ensuite , pour a,, , sa valeur— -^ -~ i^--^ . 

az 

Au moyen de ces déterminations et des équations , art. io6 et suiv. , 
on pourra toujours assigner, dans le cas dont je viens de parler « soit 
le système de forces qui serait en équilibre sur un point donnée soit le 
point où cet équilibre aurait lieu entre des forces données. 

ii5. Quelques soient les inconnues et les données on a toujours» 
ultérieurement , K^ ^« + jr« 4- j^» égale à la pression normale qui 
s*exerce contre la paroi du canal. 

116. Je termine ce que j'ai à dire sur ce sujet en observant que le 
cas de Téquilibre d'un point matériel, assujetti k se mouvoir dans un 
canal curviligne, aurait pu être ramené au cas de l'équilibre d'un point 
libre en introduisant , dans l'analyse , deux forces dirigées suivant les 
normales extrêmes du périmètre de la section transversale et normale 
du canal , et exprimant que le système des forces qui agissent sur le 
point matériel , peut être réduit à ces deux forces normales ; c'est une 
méthode semblable à celle que j'ai indiquée art. 98 et en suppo-» 
sant qu'un des axes coordonnés, parallèlement auxquels se font les dé- 
compositions, a la même direction que l'élément de courbe, ce qui 
détermine les deux autres à se trouver dans le plan normal , on trouve 
que la somme des composantes dirigées suivant le premier axe doit être 
zéro par elle même, ce qui est manifeste d'ailleurs, aifisi que je l'ai 
pbservé article ici. 



FIN DE LA PREMltRE SECTION. 
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SECTION II. 

DE L' ÉQUILIBRE, 

E T 

DE LA COMPOSITION DES FORCES 

APPLIQUÉES 

A UN SYSTÈME DE POINTS 

DONT 

LA FORME EST INFARIABLE. 

Équationt de condition d'un système de forme inrariable* 

117. /\pRi8 avoir exposé tout ce qu'il est important de savoir sur la 
partie de la statique dans laquelle on suppose que les forces dont on 
veut vérifier Téquilibre, ou auxquelles on veut substituer d'autres forces, 
ont leurs directions concourantes en un point commun , je vais intro- 
duire V étendue et la Jigure , dans les nouveaux objets d'étude dont les 
élèves doivent s'occuper , et traiter de l'application des forces aux 
systèmes de formes ^ quelconques , mais soumises à la condition d'être 
invariables. 

Ces systèmes sont ceux que j'ai définis art. 3a, et voici comment op 
peut exprimer , par de3 équations » les conditions qui les caractérisent. 
Soient x' y x" ect. y ^ j^"^ ect. 5' ^ s" ect. les coordonnée^ 4^s dif- 
férents points , les axes de ces coordonnées ayant des positions fixes 
par rapport au système de ces points, l'invariabilité de forme de ce 
système aura évidemment lieu si les distances de l'uij quelconque de 
ses points à tous les autres , sont des quantités çppstantes ; et cette 
I 7 
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condition s'énonœ par les équations suivantes , dont les premiers 
membres sont les valeurs Connues des quarrés des distances entre des 
points de l'espace pris deux -à -deux, 

{ {x'-j/''y+{y^yy+{z'-z'''y \=a''j etc. 
( x"- x^" y + {y -y" Y + ( '-"- zT' Y = B' j 

( x''^ x"" Y 4- {y -y" Y + ( -'- ^""Y ^ B'' j etc. 
etc. etc. 

A' J A'' çcX. B' jB'^ ect. étant des constantes. Si n désigne le nombre 
des points du système, le nombre des équations sera — - — ^ ^ 

1 18. On peut , encore , exprimer la condition de V invariabilité de 
forme, en disant que les distances d'un point quelconque du système, 
à trois points déterminés du mènie système, qui ne sont pas en ligne 
droite, ne peuVent pas changer. On a, alors, trois équations pour énon- 
cer \ invariabilité des distances respectives des trois points auxquels on 
rapporte tous les autres points , et chacun de ces derniers fournît , 
ensuite , trois équations pour ses distances aux trois premiers ; ainsi le 
nombre des équations de condition est 3 + 3 (« — 3 ) ou Zn — 6^ n 
étant le nombre total des points du système; ces équations sont d'ailleurs 
de même forme que celles de l'art, précédent. 

En plaçant deux des axes coordonnés dans le plan qui renferme les 
trois points dont les distances, à tous les autres points , entrent dans les 
équations à^ condition ^ on simpllfîera les équations,. qui se rapportent; 
k ces trois points,. et on rendra la totalité des équation^ de conditios) 
indépendante de la. position absolue du système dans l'espace. 

119. Il ne faut pas perdre de vue, que d'après les notions. données 
depuis l'art. 3o jusqu'à l'art. 87, les systèmes dont je parle ne sont^ue 
de simples moyens de transmission de» actions des forces qu'on suppose 
explicitement appliquées à ces systèmes, et qu'il faut, par la pçnsée, 
faire abstraction de la pesanteur et de toutes les autres forces naturelles^ 
qui* pourraient agir sur les parties matérielles dont ils sont composés. 
Il faut se rappeler encore, qu'il a été dît, dans les art. cités,, que Is^ 
considération de la masse de Vin^rlie ect. était étrangère *ux que$» 
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Uon$ d'équilibre traitées dans cette première partie du cours ^ d'oii il 
suit qu'on peut» sans rien changer à l'effet des forces sUr un système^ 
ajouter des lignes ou des plans matériels à ceux qui y existent déja^ 
pourvu, néanmoins, qu'on ne dénature point les conditions de ce sys- 
tème, et que ces conditions puissent toujours être exprimées par \ei 
mêmes équationsr 

Conditions de Féquilibre des forces agissant dans un même plan appliquées 
à uu système libre de deux et de trois points , dont les distances respectives 
sont invariables* 

lao. Je commence par le cas le plus simple d'un système, étendu 
tt figuré de forme invariable, celui oii on suppose ce système libre 
et composé de deux points seulement, les forces appliquées à ces points 
étant supposées égir dans un même plan. 

Soient, ^ et J3, ces deux points, liés l'un à l'autre par la ligne 
matérielle, droite ou courbe, AhgB, et supposons qu'ils soient sol- f,v 6 
licites, respectivement, par la force V y agissant dans le sens AV ^ 
et par la force Q ^ agissant dans le sens A (^ y\t point de concours 
des directions des deux forces étant en B! . Si on imagine des lignes 
droites matérielles et rigides P' AR'eiQ^ JBB! y rien , art. 1 19, ne sera* 
changé & l'état du système; et, art. 24, la force P pourra être éensée 
appliquée à un point quelconque de la ligne R'P* ^ et la force (> à un 
point quelconque de la ligne B! (/ j ces forces devront agir, ert pous- 
sant f si elles sont appliquées aux parties des lignes de leurs directionsr 
situées du côté de /î' par rapport aux points ^ et fi ^ et, en tirant, 
si elles sont appliquées aux parties opposées , d'où il suit que AP^ et 
B (y pourront être , ou des lignes rigides , ou des fils parfaitement 
flexibles. 

Appliquant chacune des forces au point B^ de sa direction , on pourra 
leur Substituer une force unique agissant dans la direction de la droite 
B' gr\ or pour que l'équilibre existe il faut que cette résultante soit 
nulle , et cette condition ne peut avoir lieu qu'autant que le point /{* 
se trouvera sur la droite A BB ^ et que les forces P et Q ^ agissant 
Tune dans le sens /I^jP et l'autre dans le sens contraire BBQ seront 
égales entr'elles. ' ^ 
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121. Si chacun des points ^ et ^ est sollicité par plusieurs forces, 
(en conservant l'hypothèse des actions de toutes ces forces dans un 
même plan ) on composera chaque grouppe en une force unique et on 
appliquera le raisonnement précédent aux deux résultantes , en obser- 
vant que, d'après les art. 68 et 69, les directions de ces deux résultantes 
doivent se trouver dans un même plan avec les directions des forces 
qu'elles remplacent. 

Ainsi la condition unique de l'équilibre d'un système libre et de forme 
invariable^ de deux points sollicités par des forces qui agissent dans 
un même plan, est que toutes ces forces puissent se réduire k deux 
forces égales agissant en sens opposés sur la ligne droite qui joint les 
deux points. 

122. Je passe à l'importante question des conditions de l'équilibre 
d'un système de trois points. Toutes les forces appliquées au système 
sont supposées réductibles à trois forces agissant dans le plan des trois* 
points, et appliquées, chacune, à un de ces points. Soient P^ j P'- et 
P'" ces trois forces; je compose d'abord, P' et P'^ en une seule force 
H ^ appliquée au point de concours de leurs directions, et je com^ 
pose ensuite H tl P'" en une seconde force aussi appliquée au point 
de concours de leurs directions; mais, l'équilibre étant supposé avoir 
lieu , cette seconde composante doit être égale à zéro, donc les forces 
P"' et H doivent être égales et agir en sens opposés sur une même 
ligne droite; et comme, par hypothèse, la force U est dirigée sur le 
point de concours des forces P' et P", la direction de P"' doit aussi 
concourir au même point; donc les directions de Bl ,P" et P"' doivent 
se rencontrer en un point commun. 

Voila une première condition , purement géométrique , qu'il s'agit 
d'exprimer analytiquement, et^ cette condition étant assurée^ on n'aura 
plus qu'à ajouter à l'équation par laquelle elle s'exprime , les équations 
de l'art. 72 , relatives à l'équilibre d'un point ( en ramenant ces équa- 
tions au cas de deux dimensions ) puisque , sans rien changer à l'état 
du système, on peut considérer les trois forces qui représentent toutes 
celles dont les actions combinées s'exercent sur ce système , comme 
appliquées à leur point commun de concours. 

123. Voici un moyen ûmple et direct d'énoncer analytiquement 
la condition qui , réunie à celles de Tart. 7a , assurç l'existence de 
Véq^iUbre, 
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Soient OW, C" B" , C" B'" trois lignes droites, qu'on suppose Fîg.7 
être les lignes de directions de trois forces P' , P" , P"' ^ tracées dans 
k même plan, H étant le point de rencontre de la i«"- et de la a«?*. 
et K le point de rencontre de la i«^*. et de la 3«»*.; traçons, dans le. 
plan qui renferme ces lignes, les axi^ rectangulaires AX, AYx^vk^. 
contrant leurs directions en C^ C ^O" j de Torigine ^ menons sur 
&a , B^ary et B'" a" les perpendiculaires AP' , AP" , AP"'% 
enfin traçons les hypothénuses A H ^AKy et faisons 

AngleB'aX^af) AngltB" O'X^tt" s Angle ff^a^X^oi''. 

Angle JlAX^ff S Angle KAX=ff', 

AP'=p'j Ap"^p"s AP'^'^j/''. 

Les triangles rectangles AP'Htt AP" Hj AP^KetAP"'K, donnent 

/ : p" ;: sin. CHA : sîn. C'HA ;: sin^ (^-.^) : sin. {ff'^af') 

p' : p'" :; sin* CKAxiwi. C'RA ;: sin. {ff'^ai!) : sin, {ff'^a"') 

d'où on déduit les équations 

/ sin. {ff-a') pf _ ëin. {ff'-^a! ) \ >^. 

p" ~ sin. (^-a<') ^ /^'"sin.(^'-.a"Ol . 

et pour exprimer que les lignes Cf È' , C È'^ , C B'" ont un point 
commun d'intersection, il suffit de faire, dans les équations précédentes^ 
ff:=iff' y condition qui assujettit les hypothénuses A H ti AK à s^ 
confondre en une seule ligne, et par conséquent les points d'intersec-* 
tions binaires, H et K j à se réunir en un seul point d'intersectioi^ 
commune. 

Faisant donc ^=^'=^^ développant, d'âpre cette hypothèse, 
dans les équations (.^), les sinus des différences entre deux arcs, en 
sinus et en cosinus de ces arcs, au moyen du théorème 

sîn. (Û — a)=8in. ^cos. à— cos. ^sin. a^ 

et divisant pour cos. ^^ ces équations fournissent, sous deux formés; 
les valeurs de tang. ây q[ui , égalées entr'elles , donnent pour l'équàtiod 
de Condition cherchée , 

. . p' sin. a'^^p" sin. a' p' sin. g^'^^p^" sîn, g' 

^ ^ **';?' cos. a!'^f cos. ai ~ p' ces. a'"—;?"' cos. a' 
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Cette àpiation peut être remplacée par les équations (-^) en substi- 
tuant dans celles-ci, h chacun des angles ^ et ^' un même angle Û. 
' 1^4- L'existence d'un point commun de concours des directions <ie 
trois forces qui agissent suivant CB^j & Bf' ^ et C" B'^' étant ainsr 
assuré) et le plan qui renferme ces directions étant supposé être celui 
des xj^ sur lequel on compte les a? de ^ en X, et les j- de A en 1% 
les équation^ de Tart. yft donnent , en observant que la composante Z 
n'existe point lorsque toutes les forces agissent dans le plan af>j^ subs-^ 
tit^uant pour X e^ F leurs valeurs, données art. 63 > et observant que^ 
dans le cas dont il s'agit ici , cos. ^=sin. a' etc. 

. j P' cos. «' + P" cos. a" + P'" C09. ^"' = o 

' iiiS. Je multipli *a jpremière de ces équations par sin. y la seconde 
par COS. B y je retranche celle-ci.de l'autre, et d'après le théorème de 
trigonométrie, cité et employé dans l'article ia3, j'obtiens Téquatioi» 

(i?) . . . P' %m.{B^a')^P''^xi.{e^a'')^P"' %m.(0—a!'')^o 

j'élimine de cette équation, 8in.(^— a'^) et sin. (^— a'")^ par les 
équations {A), (en faisant dans celles-ci û'^=ûj ^'=^), et divisant 
par sin. {0 — a') il me vient, 

(£) P' f ^P" p" ^P'" p"'^o (*) 

équation qui peut tenir lieu, soit des équations (>^), soit de Péquation 
(5) de l'art.' 1^3, et qui, réunie aux deux équations de l'article précé- 
dent, exprime complèteipent les conditions de l'équilibre du système 
de trois points sollicités par des forces agissants dans le plan qui ren- 
ferme ces points. 



(.^) J'ai donné, pour la première; fois, dans.jna Mécanique philosophique ,, 
art. 63 j l'analyse par laquelle je parviens à cette équation; les conséquencea 
que j'en ai tirées dans cet ouvrage, et qu'on retrouvera dans le présent traité, 
et, en général , la manière dont j'ai expliqué et interprété les équations de condi- 
tion d'équilibre , m'ont fourni le moyen de dégager entièrement l'exposition de 
la statique , àez considérations de mouvement qui y étaient ordinairement în-< 
troduites j je crois , en cela, avoir rendu un service aux études élémentaires. 
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126. J'ai supposé t dans l'analyse précédente, que les angles a' , al' ex 
a''^ avaient tous des sinus et des cosinus positifs, mais il est bon de 
remarquer que quelques soient , dans chaque caç particulier, les combi- 
naisons des signes de ces sin. et cos. , d'âpre les directions et les sens 
d'actions des forces , les trois sinus n'en disparaitront pas moins de 
l'équation (/?), quand on y aura introduit les valeurs de deux d'en- 
tr'eux .en fonctions du troisième, et cette équation se réduira^ dans 
tous les cas, aux signes près, à l'équation .(-E)^ qui ne renferme que 
les produits des forces par les perpendiculaires mepée^ sprleur^ direc* 
tions d'un point donné dans le plan qui renferme ces directipns. On 
est donc assuré que, pour toutes les combinaisons possibles de directions 
et de sens d'actions, compatibles avec l'équilibre, les conditions dece( 
équilibre, entre trois forces, seront exprimées complètement par les 
équations ^ > 

P' Cas. a' + P'' cos. a" + P'^' eos. a'^^^o ^ 
P'sin.a' + P'^sin.«'^ + P^''coi.<k'"*=o ' ■ - 

P' / + P'y + p*" f^^' « o 

117. Les signes des cosinus qui entrent dans la première ^e ces trois 
équations se déterminent toujours de la manière prescrite art. 20 ; quant 
aux sinus, il faut observer que sin. ol ^lorsque les forces agjssept dans 
UQ même plan , est substitué à cos. S qu'on introduit dans l'analyse 
lorsque ces forces ont des directions quelconques ( voyeÉ la notatioft 
convenue k l'art, cité ) et doit par conséquent, avoii^'les même signes 
dans des circonstances analogues. 

i Cette condition sera rempfie en prenant positivement les arcs^ a ^ 
lorsqu'à partir de leur origine, sur l'axe, des w' -^ ils ^'aççrojy^ent.ep 
commençant par traverserTangle des x[ et y positives, et çn|es prenant 
négativement lorsqu'à* partir de Ja même oi"igîne ils sont supposés ^'ac,- 
croitre , en commençant par traverser j'çpglè des ^' jDOsitives pt yf 
tié^atïves. ■ ,/.'*. .^\ 

Ces distinctions sont inutiles^ quand il s^çiçit des cosinus, parceque 
les arcs de même valeurs absolues; positive?. pu négatives, ont toujours 
des cosinus de mêmes signes; et voila pourquoi j'ai dit qu'on ne doit 
Vienr changer k ce qui a été convenu art. ^5, ijejativemep^ ftu^ signes 
de ces espèces 'de quantités. *^ ' • 
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Valeurs des produit» des forcer par les perpendiculaires menées , de 1 origine ; 

sur leurs directions , en fonctions des coordonnées des points d'applications 
- de ces forces, et des angles qu'elles font avec un des axes coordonnés. Signes 
. de ces produits* Déteirniination de la résultante de deux forces par la con<- 

naissance de leurs points d'applications et des angles cp'elles font arec ua 

axe pris dans leur plan, 

*^*g- 7 ' laS. 11 est nécessaire, avant de passer aux conséquence^ de la théorie 
précédente, d'avoir les valeurs de perpendiculaires p'j p" yp'^' ^ sous une 
forme qui rende manifeste le signe de chacune dVlles. Soient M le 
point d'application de la force P'^ qui agit suivant la ligne C B' , 
dans le sens O B' ^ A Q tX CM ses coordonnées a?, et jy, j je mène la 
ligneÇiVperpendiculaireà C'JÎ' et par conséquent parallèle à -r^P', et .^O 
perpendiculaire k Ç N ou parallèle à O B' } cette construction donne 
Angle N Q M=, Angle O A Ç=Ang/e MO Q^a! 
AP' = QN^QO:x^QMy, CQS.,a'^A Q x sin. af 
et substituant les valeurs analytiques 

p^ ^^Ji cos, aJ T^x^ sin, a' . 

1^9. Le siçne (Je p' dépend des signes des quantités ^/y^g^ sin, a! ^ 
ços.a! et des rapports entre jeurs valeurs absolues ; ainsi, par e^piple, 

lorsque a' sera un angle aigu,/?' sera positif taijt qu'on aurar,>a7. ^^'^ 
• ' . * ^' ' cob.ol' 

ou tant que le point D d^ntersection entre la direction de la force P' et 
l'axe àesjy sera^ comme dans la figure , du côté des j^ positives, par^ 

ce qy'on 9 A D^jy, — ai, ^—y. Je rapporterai bientôt tout ce qui 

concerne ces signes à des considérations simples et générales, 

i3o. En nommant ^uy y^ i ^ntyynt^ respectivement, les coor? 
données des poipts d'applicatjon des forces P'' et P'"^ les condition? 
de l'équilibre entre èes trois forces , peuvent donc être exprimées paf 
les trois équations sqivantes. . 

. P' COS. a! + V" COS. qt!' ^ P'" cos. a!''^^ q 

P' sin. a' + P'' sin. a" + P''' sin. a''' ^o" 
F (jr, COS. a' ^x, sin. a') + P''(j„ cos, a"^x„ sin. ê^'' ) 
±P"'(j,,,^os.a'''^x,,,^xn.af'')^o ^^ 

i3i 
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i3i. D'après ce qui a été démontré précédemment, Tune quelconque 
des trois forces en équilibre étant supposée agir dans un sens contraire 
à celui de son éfTort actuel , deviendra la résultante des deux autres, 
et, réciproquement, en inversant le sens d'action de la résultante , ort 
fait équilibre aux deux composantes. Supposons que B soit la résultante 
de P^ et P^^j X çtj- les deux coordonnées de son point d'application, 
et a l'angle qu'elle fait avec Taxe des x ; les expressions, H sin. a, R cos. a, 
/î(^y COS. a — .Tsin. a) ^ devront en changeant leurs signes, et en les 
introduisant , après ce changement , dans les équations de l'art, pré- 
cédent, à la place des expressions semblables qui se rapportent k la 
force P'" y remplacer ces dernières à tous égards. Faisant donc les 
substitutions indiquées on a 

R COS. a=:iP^ cos. a' 4- P'^ cos. cl" 

R sin. a = jP' sin. af + P" sin. af^ 

R {y COS. a — ,r sin. a)=^P\yf cos. a'— x, sin. af ) 

H- P'' {j,, COS. al'^Xjf sin. a!') 

182. Désignant par Xj F et fij respectivenaent, les a«ni«», membres 

^e la première, de la deuxième et de }a troisième de ces équations, on a 

R =^ y X^-^-r^ j cos. az=z^^ j sin. «==-_. 

K R 

i33. p étant la longueur de la perpendiculaire abbaissée, de l'origine, 
sur la direction de R on b. {jy cos. a^x sin. ol)=?P et tout est déter* 
miné par les trois équations 

R^y^ X* + ¥^ J cos. a ^ -— . j pz;^ -^ 

184. Ces équations laissent indéterminées la position absolue du point 
d'application de la résultante et donnent seulement le lieu géométrique 
deç points de sa trace; et, en effet, si on suppose que la ligne de direct 
tion de jRsoit une ligne matérielle liée aux points d'applications des forces 
P' et P'^ y on pourra concevoir R comme appliquée à un point quel* 
conque de cette ligne sans que rien soit changé à l'état du système^ 

i35. JLe problême que je yiens de résoudre et le même, au fowlf 
i 8 
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que le problème fondamental résolu art. 41 et suivant ; mais on supr* 
posait, dans l'article cité, que le point de concours des deux forces 
ctait connu, et ici on substitue à cette donnée, d'autres points pris 
sur les directions des forces ; c'est par ce simple changement de données 
qu'on déduit, du principe élémentaire de la composition des forces, des 
équations qui servent ensuite à la formation de toutes celles qu'on em^ 
ployé pour la solution des problèmes de la mécanique analytique. 

Composition et conditions de rérjuilibre de plusieurs forces agissant sur un plan 
matériel , et ayfint leurs direction dans ce plan. 

i36. Lorsqu'on a k considérer un nombre indéfini de points d'ap- 
plication des forces, compris dans un même plan, et dont les distances 
respectives sont invariables, on peut supposer que ces points font partie 
d'un plan matériel , ou d'une enveloppe plane infiniment mince et 
inextensibljE ; rien n'empêcherait, mên>e, qu'on ne les regardât comme 
tenant à une des sections planes d'un corps de figure quelconque et de 
forme invariable ; d'après la manière dont nous envisageons les sys- 
tèmes de corps, en statique (art. 35) tout ce que nous aurons à dire 
sur la composition et l'équilibre de ces forces s'applique indistinctement 
à ces diverses hypothèses. 

187. Soient P, ^ P,, j Pfff y etc. les forces qui agissent sur un plan 
matériel, et dont les directions, sont comprises dans ce plan; a,^a,,^ 
ét,;,^ etc. les angles respectifs que font ces directions avec un axe fixe, 
tracé sur le même plan et que je prends pour axe des x. Nommons 
œ. y j,j x,f yj,, s ^iu y^nn ^^c. les coordonnées des points d'appli- 
cations des forces , p^ ^ p,, j p,,, etc. les longueurs des perpendiculaires 
menées de l'origine des xetj- sera leurs directions, chacune des quan- 
tités désignée par gne des lettres a^ x y y y p j^c rapportant à la force 
P qui a le même numéro d'accentuation qu'elle. 

i38. Pour trouver la résultante de toutes ces forces , je commence 
par en composer deux , prises à volonté ; soient P' et P" ces deux 
forces, 77, leur résultante dont la ligne de direction, tracée à une 
distance ^, de l'origine des Xy fait, avec l'axe des x y un angle j4/y 
et a les points de sa trace rapportés , sur le plan matériel , aux deux 
coordonnées x çtjj on aura d'après l'art. iSa 
^/ = { ( ^/ COS. a, + P„ COS. a„ ) *+ ( P, sin. a, + P„ sini «„ ) * j^ 
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.. _ ( -Pf sin. a, + P,, sb^ a„^x+ P, j?, + P„ p„ 
P, COS. a, + Pff COS. a„ 

iJe compose maintenant ZT, avec P,„ ^' je nomme Iï„ la résultante 
dé ces deux forces, A„ l'angle que fait, avec Taxe des a?^ cette résul- 
tante, dont la ligne de direction, rapportée aux coordonnées x tX, y^ 
^st à une distance ;t„ de l'origine des a? ^ et j^ai 

^//=î (^,cos.^,+F,„cos-a,„)* + (/7,sin.^, + P,„sin.a,„) {^ 

y— ( ^f S'"' ^/ + ^m sî"' ^///) '^ + Z?^/ ^/ + F//, Pm 
^ Uf coa. yî/, + P„, cos. a,„ 

On trouverait encore en composant H,, avec P,,,,^ désignant la ré- 
ôultanle par n,,,^ et par ^,„^ et ^,„, son angle avec Taxe des;r, et sa 
distance à l'origine des x 

^m=\ (^„cos. ^„+P„„co8. a„„)*+(/r„sin. J„+P„„%in.a,„)^ | * 

_^ ( -QQ/ 8'^' ^/^ •+ P^/ ^^"- ^////) '^ + ^// ^// + ^ttn Pnn 
^^ n„cos. ^„ + P„„cos.a„„ 

et ainsi de suite , quelque soit le nombre des forces; mais d'après ce 
qui a été démontré art* i3i on a 

J7, cos. ^,===P, COS. a,+ P„ cos. a,f 

77, sin. j4f =t P„ sin. a, ■+- P„ sin. ce,, 

n,^, = P,p,+P„p,, 

il,, COS. ^„= 77", c. ^,+P,„ c. a„,=P, c. a, + P„ c. a„+P„, c. a„, 

n„ sin. ^„=n, s. ^,+ P,„ s. a„, = P, s. a, + P„ s. a„ + P„, s. a„, 

JT„ ^„^n, ^,+P,„Pm=PfPi^PnPn^PmPiir 
etc. etCr 

189. D'où il suit qu'en faisant, pouf abréger 

P, COS. a, 4- P,, cos* a,, 4. etc. = X 

P, sin. a, + P,, sin* a„ 4- etc. = ï" 

P,p,^P,,^P„p„^tKc. =2 (PpJ 

désignant la résultante générale par /î^ la distance de sa direttiort à 
l'origine des x par r^ les coordonnées de sa ligne de direction par c^ 
et j^^ et l'angle qu'elle fait avec l'axe des x par a ^ on a 
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Jico&. as=X "1 

Hsin. a=r y . . (^) 

Er=2{Pp) ) 

d'où, en employant la valeur /•=^ cos. a — a? sin, as= — '-2112 



^_rx+^_(Ppi } («) 

^~ X 

et on pourra, dans la i«™«. équation, substituer à 2 (Pp) sa, valeur 
P, {jf COS. df'^x, sin. a,)+etc. ou -S | P (jK^^s. a— a? sin. a) } en 
observant que les x etj^ qui sont sous le signe 2?, et qui représentent 
les coordonnées particulières des différents points d'application des 
forces du système, ne doivent pas se combiner avec les coordonnées 
œ çt y qui sont en dehors du signe ^ et qui appatiennent exclusivement 
à la ligne de direction de la résultante^ 

140. Une des conséquences de l'analyse précédente est, qu^en général 
on peut composer en une force unique un nombre quelconque de forces 
agissants dans le même plan ; il est cependant des cas particuliers^ oir 
cette espèce de composition ne peut pas avoir lieu ; je traiterai ces cas^ 
quand j'^aurai exposé la théorie des Jbrces parallèles. 

Conditions de Téquilibrc d'un nombre quelconque de forces âppliqéiiïS à un 
plan matériel, et agissants dans ee plan; observations sur ces conditions; ~ 

141. Pour introduire dans les équations (y/) de l'article 189 la 
condition de l'équilibre des forces, il faut énoncer que leur résultante 
/î=:o^' cette condition donne X^+J''^=:io^ mais cette somme, com- 
posée de deux quarrés essentiellement positifs, ne peut pas être nulle 
sans que chaque carré ne le soit en particulier, et j'ai déjà fait, art. y 2, 
la même observation dans un cas semblable^- ainsi on a X=o et jr=o ; 
ces valeurs, introduites dans la seconde équation 1[J5 ) de l'art. 189, 
mise sous la forme j^ X — Fxz=zJS (Pp)^ donnent 2 (Pp)=s^Q, et 
on a pour les conditions complètes de l'équilibre , 

X=o j r=o j 2 (Pp) =0 
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•145. Ce système d'équations difïere de celui par lequel on exprime 
les condition de Téquilibre , lorsque toutes les forces sont appliquée* 
à un même point, par l'équation 2 (Pp) ^o. qui n'existe pas dans le 
cas cité; et il est manifeste, par la manière dont cette équation à été 
formée, qu*elle doit nécessairement être réunie aux deux autres^ si on 
veut , par l'ensemble des trois équations, exprimef que toutes les 
forces , dont on a à vérifier ^équilibre , peuvent se réduire , à deux 
forces égales et agissant en sens contraires; cVst l'état où doivent être, 
respectivement , Pavant-dernière des composantes IT et la dernière des 
forces P art. i38. On pourrait, partageant les forces à composer en 
deux groupes, arriver à deux composantes TI qui seraient dans le 
même cas , et chaque composante IT suppose, ihdispensablement ^ 
l'existence d^une équation de la forme' jy X-^x K=S (P p). 

148. Puisque les équations de Tarï. 189 n'énoncent, dans le fond y 
autre chose s'non que les forces du système peuvent se réduire à deujc 
forces égales, et agissant en sens contraires, il est clair que lorsque cette 
propriété, qui tient exclusivement au système des forces considéré en 
lui même, se trouve vérifiée pour une certaine position des axes coor- 
données, elle doit se retrouver dans tous les changements de positions 
qu'on peut faire subir à ces axes. 11 est aisé de donner une démons- 
tration immédiate de cette proposition. Supposons qu'un nouvel axe 
des X fasse un angle a avec celui sut lequel oïl a établi les équations 
de l'art. 189, les termes qui , pour ce nouvel axe, répondront aui sommes 
JP, COS. a, + P^, COS. a„ + etc. P, sin. a, -|-P,, sin, a„+etc. seront 
P,cos. ((2,--a)4.P„ COS. (a„ — /2)+etc. ;P,sin. (dr,-^« )-f P„sin. 
(a„ — «) + etc. , ou, COS. /z(P,cos. a,+etc.) + sîn.tf (P, sin. a,-j-etc.); 
COS. « ( P, sin. ^7, + etc. ) — sio. a (P cos. a,+etc.) et tous ces produits' 
sont nuls dès qu'on suppose P,cos. a, + elc.=:Oy P,sin. a,4^etc. = o, 
ou, X=o et K=20j aîrtsi lorsque tes deux équations existérit par 
rapport à deux axes rectangulaires quelconques , pris darts le plan des 
forces , des équations de même forme existent pour des axes rectângu-' 
ïaires quelconques pris dans te même plan. 

Supposons, maintenant, que la nguvefle orfgîne, ôû que le point 
d'intersection de ces derniers axes, soir à une' distance f de l'^originc 
ancienne , ou de l'intei-seclion des axes primitifs ; désignant par /^ 
Tangle formé par celle ligne p et par la direction d'uôe desforces^ P ^ 



Digitized by 



Google 



62 Statiqu£Él£mbmtaire. 

dont la distance à l'origine ancienne est p j on aura j pour la distance 
de cette direction à la nouvelle origine, p+f sin. û^ et S (Pp) sera 
représenté par S (Pp )+f S {P sin. 0); mais, d'après ce qui vient 
d'être dit, si on rapportait les directions des forces à l'axe p on aurait 
S (P sin. ff)=so, 2 (P COS. û)=o , donc la somme des produits des 
forces par les distances de leurs directions à la nouvelle origine (qui 
est un point pris arbitrairement dans le plan des forces ) est égale à zéro, 
puisqu'on avait Z (P p) =o par rapport à l'origine primitive. 

144. Une conséquence de tout ce qui a été dit depuis l'art. 141 , ana* 
logue à celle que renferme l'art. 140, est qu'oi) peut, en général, faire 
équilibre, avec une seule force, à un nombre quelconque de forcer 
agissant dans le même plan , excepté dans les cas dont il est parlé à 
l'art, cité et qui seront , aussi , traités après la théorie des forces 
parallties. 

Conditions de l'équilibre d'un nombre quelconque de forces agissant suf ub plair 
matériel qui renferme leurs directions, lorsqu'un des points de ce plan est fixe* 
Pression qui s'exerce sur le point fixe. Trouver la force unique , qui , dans*, 
cet état du système, peut, suivant le sens dans lequel elle agit, être substi- 
tuée à d'autres fbrces , ou leur faire équilibre. Indétermination du problêmci. 

145, L'intensité et la direction de la résultante des forces qui agissent 
dans un même plan sont données art. 189 par les équations 

et if est évident, s'il se trouve un point fixe sur la direction de cette 
résultante, que son effet sera annullé, et que le système se trouvera 
en équilibre autour de ce point. 

D'une autre part tout point fixe, qui ne serait pa& sur la ligne de 
direction de la résultante, ne rendrait pas son effet nul> car un point 
matériel, pris sur cette ligne de direction, étant assujetti à décrire ui> 
cercle autour du point fixe, l'équilibre ne peut pas exister d'après ce qui 
a été démontré, art. loi et suivants , si la ligne et le cercle ne sont pas 
perpendiculaires l'un à l'autre, c'est-à-dire si la ligne ne passe pas par 
k centre du cercle ou par. le point fixe. 

La condition unique d'équilibre, autour d'un point fixe ^ est donc la 



Digitized by 



Google 



SECTIOKDEUXifeME. 63 

position de ce point sur la direction de la résultante ; pour énon- . 
cer ànalyti(}uement cette condition, j'observe que le terme constant 

■ ^^ ' de lequation j*:?::— = — | \^ est la valeur, mesurée 

sur Taxe des^^ de la distance de l'origine des 4? et jj^ à la ligne de di- 
rection de la résultante ; ainsi , lorsque cette origine est transportée sur la 

direction de la résultante, on a ^ ^ _/^^ =0 , et partout ailleurs — ^ ^ • 

a une valeur finie ; or cette même origine peut être un point quelconque 
du plan dans lequel agissent les forces, donc la condition spéciale et ex^ 
clusive, qui, lorsqu'elle est remplie, assure la position, sur la direction 
de la résultante, d'uo point quelconque, pris dans le plan des forces »' 

sVnonce en disant que — ^ =Q> \>\^n entendu que les distances p, 

ont ce point pour origine commune. 

146. Divisant par X^ on a pour les conditions de l'équilibre, autour 
d'un point fixe situé dans le plan matériel qui renferme les directions 
des forces, l'équation unique 

le point fixe, lorsque cette équation a lieu, se trouvant nécessairement 
sur la résultante et ne s'y trouvant que dans ce cas. 

147. Cette résultante a pour valeur ï^jr* + l^"^ c'est la force dont 
le point fixe aunuUe l'effet, c'est, par conséquent, TefFort qu'il a à 
supporter, 

148. Il est à remarquer que cet effort est égal à celui que )e point 
fixe aurait à supporter, si les forces du système lui étaient immédia* 
tement appliquées, chacune parallèlement à sa direction; car, dans ce 
cas, la résultante serait, art. 69, identique en intensité, directioo et 
seps d'action ^ avec celle dont je viens de donner la valeur. 

149. Lorsque le point fixe ne se trouve pas sur la direction de la ré- 
sultante, l'équilibre n'a pas lieu, ainsi que je l'ai dit précédemment, 
c'est-à-dire que, par rapport à ce point , S {Pp) e^t une quantité finie, 
positive ou négative; soit r la distance, à ce même point, de la direc- 
tion d'une force Rj et posons l'équation Rr^H iPp)i ^^^ donnant 
arbitrairement Tune des quantités R ou r^ l'autre sera connue^ et Téqu^j- 
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tion S (Pp) — /î /•= o , nous apprend qu'on aura un système en équi- 
libre , en ajoutant aux forces données une nouvelle force Ji agissant à 
une distance r du point fixe. 

i5o. Imaginons un point d'arrêt k l'extrémité de r^ qui empêche le 
système de tourner autour de l'origine, si la force R agissait seule ell« 
presserait ce point avec son énergie entière parceque sa direction étant 
perpendiculaire sur r^ elle ne fait , art. Sy, aucun effort sur le point fixe 
Qt n'éprouve par conséquent aucune réaction de sa part; mais l'équatioa 

J^(^P p)„Rrz^o donne /?= — V - ■ donc le système des forces P' y 
P^' etc. fait contre un obstacle , placé à une distance r du point fixe, 
un effort égal k ^^ ^ j c'est la valeur de la force qui , à la distance r 

du point fixe , peut remplacer les forces P^ j P" etc. quant aux effets 
compatibles avec les conditions du système. 

i5i. Il y a, comme on voit par l'art. 149, une infinité de forces qui , 
placées aux distances convenables du point fixe, peuvent faire équilibre 
aux forces qui agissent autour de ce point ; mais ce n'est pas là toute 
l'indétermination du problême , car une force 7î qui , agissant à la distance 
r du point fixe , établit l'équilibre , peut aussi le maintenir en faisant 
tous les angles possible avec une ligne donnée de position dans le plar^ 
des forces , pourvu que la direction de cette force reste tangente au 
cercle qui a le point fixe pour centre et r pour rayon, et que son action 
s'exerce toujours dans le même sens sur la circonférence; et cet équi- 
libre sera encore maintenu en supposant que les autres forces du sys- 
tème subissent comme la force R ^ tous les changements de directions 
possibles, pourvu que ce soit sous les mêmes conditions. En effet, consir 
dérant successivement tous les points du cercle qui a r pour rayon et 
le point fixe pour centre, comme les points d'applications de la force R, 
et examinant les signes que peut prendre, dans chacun de ses quatre 
quarts, la valeur j^ cos. a — x sîn. a de r^ (.x? et j^ étant les coordonnées 
du point d'application, comptées du point fixe, et a l'angle formé par 
R et par l'axe des .-r) eu égard aux changements de signes de x ^ j ^ 
cos. a^. et sîn. a ^ et en s'imposant les conditions ci -dessus assignées, on 
peut aisément s'assurer que l'expression r cos. a—x sip. a conserve, à 

loué 
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tous les points de la circonférence , le même sîgne qu'elle a à un dei 
ces points. 

iSa. Soit , A le point fixe, AX^\.AY\^% axes des x et j- positives, Fîg. 8 
et du rayon A C^=.A Bz=zr ^ décrivons la circonférence CB EJ)j je 
dis que, si une force agit tangent iellement à ce cercle dans le sens A' T", 
Texpression^ cos. a— .rsin. a sera positive à tous les point^^de la cîrcon-. 
férence, en donnant à cos. a et sin. a des signes conformes à ce qui a 
^té dit art. aô et 127. en effet, faisant AP^^xet P A^^rs^y, on a, dans 
le quart de cercle CB ^y^ x et cos. a positifs, sin. a négatif^ dans le 
quart de cercle B Ej xest positif, j'j cos. a et sin. a négatifs, dans le. 
quart de cercle E Dj x,y et cos. cl sont négatifs , sin. a est positif; çnfin 
le quart de cercle DC donne, x négatif jj-^ cos a et sin. a positifs, et ob- 

servant qu'on a, dans tous les cas, aux signes près, cos. a =5='— et sin. a =?= — , 

l'expression j^ cos. a — x sin. a. est, à un point quelconque de la cîrconr 

férence égale à^^^ — ^=^- 

Le mèjcne raisonnement, appliqué au cas où. la force agit dans le sens 
^^A' T p fera reconnaître que l'expression j^ cos. clt-x sin. ol est négativ^ 

à tous les pointjs de la circonférence, ou qu'elle se réduit à— ^^ . 

iS3, J'ai rapporté, pour plus de facilité, les coordonnées x et^ à 
des points pris sur la circonférence du cercle. BEDCy mais mes rér*. 
sultats n'en sont pas moins généraux , vu que, pour une direction et un 
sens d'action déterminé d'une force, ^expression ^ cos. a — â?sin. a ne 
change ni de valeur ni de signe quidque soit le point de sa direction 
auquel se rapporte les coordonnées x etjrj c'est ce que rend manifeste 
la construction sur laquelle la démonstration de l'art. 1228 est fondée. 

164. Ainsi ayant un nombre indéfini de. forces, sur les directions, 
desquelles on abaisse des perpendiculaires du point commim^^ pour dér 
terminer, sur le champ, les signes des produits Pp qui appartiennent 
à ces forces, on imaginera des cercles ayant le point A pour centre^ 
c|t pour rayons les différentes Wffïfst pj et Ppj pour chaque force, sera 
positif ou négatif, respectivement , suivant que l'action de la force sur 
la cijrconférènce à UqjaeUe sa directioii est tapgente, anira lieu danslo 

f 9 
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sens B E D C ùu B CD E. On voit que le ligne d'un produit Pp dépend 
du sens dans lequel la force P tend à faire tourner le système. 

Cette manière de détermikier le signé de Pp Ae suppose pas du tout 
que le )>oiât j^ soit iixe » et s'applîquie tout aussi bien à un système 
libre qu'à un système qui ne l'est pas; elle peut donc être employée datis 
la véri(ication de la troisième équation (ji) de l'art. 1 89 » et de la 3'"^*^ 
équation de l'art. 141. Ces troisièmes équations se vérifient, par €onsé« 
quent, indépendami^ent des directions absolues des forces autour de» 
cercles sur la circonférence desquels elles agissent; mais les i«*. et a«««i 
équations, qui les acompagnent , introduisent^ dans l^iftalyse > les exprès* 
siôns et les conditions relatives aux directions effectives de ces forces» 

Le» détails dans lesquels je viens d'entrer > renferment les considéra» 
tions simples et générales que j'ai annoncées à la fin de l'art. 129; ces 
considérations se déduisent ordinairement de latbéorîe d\ï /eo/^r^ dont 
l'art. 146 et les suîvans offrent les principes généraux; je ferai voir, pa* 
la suite, comment elles sont liées, à cette théorie, mais il était bon de 
les obtenir d'abord, comme conséquences immédiates des premîèresÉ 
notions de l'équilibre. 

ï55. Les exceptions dont j'ai parlé art. 140 « 144 rfont poiht Heu 
dans ïe cas d*équi1ibre autour d^in point fîie que je viefis de traiter, et 
cet équilibre peut toujou^ps -s'obtenir au moyen d'une seule force, celle 
dont le produit par la distance de sa direction au point fixe a une valeur 
égale à la sonraiè ^(f^/?), fournie parlée forces appHquéies au système, 
et Mn signe oonlràire à celui de cette fi»mi»e. 

id6. Cette force qui établit l^équilibre étant, comme on a ru , sMcep^ 
tible d^un nombre indéfini de valeurs, Im^n'on place aa ligne de dirtotioa 
k diffih^entes distances du peint fi^e^ et la même indétiermiiiation aysM 
Hea pour I^ne quelcotique des foroes apipliquées an système, ensorte 
qu'on peut, sans rien chaliger k la Valeur ni ati signe de £iP p)^ snbstitiier 
vne force arbitraire ^à Vuoe quelconque d»s forces P y ponr^u que H 
«gisse à une distance irda point 'fixie et dans «on 9€(|istel<}ae/7yriPt Pp 
soient de même valeur m. de même signe, il résulte âe «dette possibilité 
de fsare varier arbitrairement les iiiteaaités «t ^ea directions de pltimvrs 
forées en éqiiiHhre autour d^un point fiiK'> ^tie là pres^icfti de c)? p^it^ 
fete,d6f*^'*aido^fcné, art. 447^, l'M^rHsion géttéjfatè, ^jfilieàWte mim 
f^aifé i(»pm 4'âH. 1 45 » eKt siiiM:#titibt» d'UMe kt^àiv^ de vttttw» ^xmç^ 
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tibles avec réquîHbre. Elle a un maiimum et un mînîrtiuïii , si on con- 
serve à chaque force son intensité et sa distance au point fise, et peut 
varier de zéro à l'infini , si une ou j^tusieurs forces du système sont 
remplacées, avec les conditions prescrites ci -dessus. On peut au8si> 
se donner pour condition que la pression du point fixe ait lieu dan^ 
une certaine direction et dans un certain sens. Les questions qui naissent 
de ces observations et qui intéressent, particulièrement, la mécanique 
appliquée, sont aisées à résoudre, d'après la théorie exposée dans le» 
art, précédents. 

Des moments. Leurs défîuItioDS; moment maximum j pour chaque point d'un 
système : Composition et décomposition des moments analogue à celle àeê 
forces. Moment minimum maximorum pour le système entier. 

157. Depuis que jVi commencé, art. 117, à avoir égard kVé tendue 
et à \sijigure dans les systèmes auxquels les forces sont supposées appli- 
quées, les formules, relatives à la composition et aux conditions d^équi-' 
libre de ces forces, ont constamment offert des termes de la forme Ppj 
qui sont les produits des forces par les perpendiculaires menées d*un point 
déterminé sur leurs directions; on a dû remarquer que ces termes étaient 
introduits dans l'analyse par la solution du problême fondamental, art*- 
1^2 , qui avait pour objet la recherche des conditions de l'équilibre d'urt 
système de trois points, et qu'ils composaient l'équation servant à ex-»- 
primer la condition du concoui>s, en un point commun, des directions^ 
des trois forces appliquées à ces points. 

Ces produits y que nous retrouverons, jusques ^ la fin du cours, tant 
dans les formules d^équilibre que dans celles du mouvement, '^'appellent 
moments des forces; le point fixe, origine commune des perpendicu-' 
laires menées sur leurs directions, est le centre des moments ^ et er* 
désignant ce point par ^^ on dit que les moments sont pris par rap' 
port au point j4. 

158. J*ai employé, art. 89, le mot moment dans une autre acception ^ 
et c'est même la première qu'il ait eue; mais lorsque J^aurai à parler de 
Tespèce de moment ^ dont il est question dans cet article , je m'expli-r 
queraî de manière â éviter toute équivoque^ 

iSp. On peut, au moyen de ce nouveau mot, énoncer, d'une manière' 
abrégée, les théorèmes que fournissent les interprétations de k troisième* 



Digitized by 



Google 



68 Statique ÉLÉMENTAIRE.' 

équation (^) de l'art. iSp, de la troisième équation de l'art. 141; et 
de l'équation de Tari:. 146, en disant i^. «que le moment de la résulr- 
« tante de plusieurs forces qui agissent dans un même plan 6ur un système 
A libre, est égal à la somme des moments des composantes; £^. qu'une 
« des conditions de l'équilibre de ces forces est que la somme de leurs 
« moments soit égale à zéro. 3^. que cette seule condition assure l'équi-r 
« libre autour d'un point fixe, situé dans le plan des forces, lorsque les 
« moments sont rapportés à ce point. >> 

160. On emploie aussi, en mécanique, les momenls .de$ forces par 
rapport à des lignes ou à des axes, qu'on appelle axes des moments', 
5oit P une de ces forces , Pangle qu'elle fait avec Y axe des moments , 
et r la plus courte distance de sa direction à cet axe, son moment ^ par 
rapport à ce même axe, sera P r sin. 0j on sait art. 64, que P cos. 
et P sin. û sbnt , respectivement , les composantes de P parallèle et 
perpendiculaire à l'axe des moments. 

16 j. Enfin, lorsqu'il s'agit à^e forces parallèles j le produit d'une de 
ces forces P^ par la distance de son point d'application k un plan , est 
appelle moment de P par rapport à ce plan, l'angle que forme la direcr 
tion de la force avec le même plan, pouvant, d'ailleurs être quelconque^ 
Souvent, dans une équation qui renfei*me des produits pareils, on subs- 
titue, aux distance^ normç-l^s y des distances mesurées sur des lignes 
obliques parallèles entr'elles. 

162. La force jP faisant, avec les axes des x ^ y ^z les angles respecr 
tifs CL y <S y y j voici comment on trouve son moment par rapport k 
chacun de ces axes. Supposant, pour fixer les idées, que les trois cosinus 
cos. a^cos. âj cos. y^ soient positifs, ce qui , art. s5, détermine le 
sens d'action de la force; je prends çur ia direction de P^ à partir de 
son point d'application, et du côté vers lequel elle pous§e ce point, 
une longueur égale k l'unité, et pour avpir, d'abord, le moment par 
rapport à l'axe des z^ je projeté cette longueur sur le plan x y ^ et je 
mène par l'origine de sa projection, qui est la projection du point 
d'application de la force, et par son extrémité, deux lignes respec- 
tivement parallèle? aux axes des x et des j. Cette construction me 
donne un triangle rectangle dont l'hypothénuse, projection de l'unité 
de longueur, est le sinus de y j le côté parallèle aux x est le cosinus 
de a et le côté parallèle auxjr e§t le co§inu§ de ff, L^ perpendiculaire | 
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menée de l'origine des a?^ sur Phypothénuse de ce triangle prolongée, est 
égale à la plus courte distance entre la direction de P et Taxe des z^ 
et , nommant r cette perpendiculaire , le moment cherché est, art. i6o, 
^gal k Pr sin. a; il s'agit de trouver la valeur de r. 

Pour y parvenir, j'observe que le triangle rectangle dont je viens de 
parler, donne, pour le cosinus et le sinus de l'angle formé par l'hypothé- 
nuse de ce triangle (ou par la projection orthogonale de la direction de 
la force sur le plan ivy) et par Taxe des a?, les valeurs respectives . . . 

COS. a COS. ^ -, -roi 

—: j — ; • et on se retrouve dans le cas traité, art. 128, en ob* 

^m. y sin. y 

i * t ' ' f t COS. d cos ^ 

^eryanjt que cos, a' et sm. a: sont ici représentés par — : et -; y 

^ sin. y sm. y 

et qu'il faut, au point d'application de la fprce, substituer la projec- 
tion de ce point sur le plan xy j on a donc, comme à l'article cité, 

r = r — T-^^ X -^-r-^ — et le moment de la force P par rapport à Taxe 

^ sin. y sm. y 

1 . z' -n ' f Y COS. CL X COS. ^ x « / ^v 

des z est, art. loo.Fsm.y ( i^--: : ) ou-P ( rc. a—xz.O) 

' ^ sm. y sin. y . 

i63. On trouvera, en raisonnant de la même manière sur chacun des 
,î«es, que les moments de la force P sont , 

( des 0? . . . , . P (z cos. 'S'^y cos. y) 
par rapport à l'axe < des y P {^x cos. y— ^ « cos. a) 

f des 2 P {y cos. a— a? cos. €) 

expressions qu'il est bon de fixer dans sa mémoire. 

Chacun de ces trois moments ne change ni de valeur ni désigne/ queK 
ques soient les valeurs A^x ^ y tiz y c'est-à-dire, quelque soit le point 
de la direction de P où on suppose cette force appliquée. Cette valeur 
et ce signe pour un des moments en particulier, restent les mêmes si la 
ligne de direction de P change, de manière que P agisse toujours tangen<> 
tieilement à la surface d'un cylindre ayant pour axe, celui des axes coor- 
donnés auquel se rapporte le moment dont il s'agit, et pour rayon la 
plus courte distance ^ont le produit par la force constitue ce moment; 
il faut, de plus , que le sens de l'action soit partout le même sur la surface 
cylindrique, et que les angles successifs formés par la ligne de direction 
iJe la force, et par les génératrices de la surface cylindrique, soient tou^ 
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égaux entr'eux , et à l'angle initial de l'axe auquel on rapporte le mo- 
ment, et de cette ligne qu'on pourrait , ainsi, rendre continuellement 
tangente à une hélice y tracée sur le cylindre. Je donnerai bientôt la 
relation qui lie, entr'eux, les trois moments rapportés à chacun des axe» 
coordonnés , et il est facile, d'ailleurs, de se rendre raison de ce que je 
viens de dire d'après ce qu'on a vu art. idâ et suivants. 

164. Prenons, dans l'espace, un point dont les coordonnées , respec- 
tivement parallèles aux x ^ aux^ et aux z , soient iz^ ^ et c^ et consi- 
dérons ce point comme la commune intersection de trois nouveaux axes- 
des coordonnées <J^ 7? et ^^^ la première parallèle aux x ^ la seconde aux 
y y et la troisième aux z j les moments respectifs de la force P rappor- 
tés à ces axes seront F (^ cos. (f—ri cos. y) j P (,f cos. y — ^cos. a)j 
P {ri cos. a— ^ COS. ^); en observant que les angles a, ^et[y sont les 
mêmes pour les axes des x^ y ^ z j et pour ceux des ^j ri et ^T- 

i65. Substituant, dans ces expressions, k ^j ri et fleurs valeurs x — a, 
jr — If et z — Cj on a les valeurs suivantes des moments rapportés à trois^ 
nouveaux axes, parallèles aux premiers, et dont l'origine a pour coor- 
données les longueurs arbitraires, a, b ^ c. 

i^ . . . P \z cos. $^yc. y— (ce. iT—lfC.y) \ = l 
ri . . . P \ a?cos. y— se. a^fac.y—cca) \=^m 
Q . . . P fj^ cos. 05— a? CD — (^c. (i — a c. o) }=/r 
l y m et n sont des signes abrégés pour les cas ou j'^aurai à employer 
ces expressions. 

166. Si on multiplie la première de ces expressions par cos. a^ lase^ 
conde par cos. ^^ et laS"**. par cos. y la somme des produits sera nulle 
par elle même, c'est-à-dire, qu'on a / co^.tz-^m cos. ff-^ncxya. y=o^ 

167. Ayant les moments de la force P par raf^rt aux axés des ^^7? 
et ^^ proposons-nous de déterwuiicr le moment de la même force par 
rapport à une ligne, que je désignerai par ligne (^), passant par Pô- 
ligine de ces coordonnées, (c'est-à-dire par le point dont les coordon- 
nées, rapportées aux axes primitifs sont a^ b et c) et faisant avec letf 
^y n et ^ des angles respectifs j4 ^ B et C. 

Le moment cherché est art- 160, en désignant, par ^l'angle formé 
par {A) et par P^ et par p la plus courte distance entre ces lignes,, 
égal à P p sïn. ff. 

D^me autre part > on démontre, par la géométrie analytique, qu'ei» 
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diBigoMt pur ;r ^ f et r les plus courtes ^distaDoes de P «ix nés àti^, li 
et ^j respectivement, la plus courte distance enlrd P et:(^)^ dést§nét 
par ^^ a pour valeur . 

^ /f ^n. a COS. A -f>y sin. (Tcos. B^r siq. y cas> C 

et^ art. i6i et suiTaats, ks produits de P par ^ sin. a^ ^ sîn. jf et rêiiL)f 
MM les valeurs respectHres des ftioments Jp met nj donc» 

/7 sin. ass-^j f sin. «jT^s -^ / r sin. >" » -^ ^t substituant ces valeurs^ 

dans Téquation ci-dessus on a^ pour calculer le moment cherché^ Téc^ua* 
lion suivante. 

i68« P^SÎA.i^AlcOft.^-f'OTCOS^A^^MCOS. (X 

Ott?e forfiMde fournit tta ndo^ tmipk de trouver 1« jkuMnem^'ane 
£>rce par rapport à une ligne droite <]«eItflM)ue i^ieiiée dai« 1 Vspace ^ 
lorsqu'on cottiate» iVI point ^ U tfàce de ûfttte MgAe^ ke angles qu'elle 
forme «vec les trois axes coordonnées, auxquels on rapporte la position 
de ce points et les moments de la force par rapport à ces axes. En effet, 
la connaissance des moments qui se calculent par les formules de Tart, 
i63, et celle des coordonnées a ,b et € (moments et coordonnées qui 
se rapportent aux âxes primitifs) donne immédiatement, les moments 
Ij m et 7ï^ tt ceux-ci étaiit calculés otl n^ plti$ qu'à ajtniter enisenible 
les produits / cos. Ay m cos. fi et n cos. C 

169. Considérons maintenant un nombre indéfini de forces P' ^ P'' y 
P'" etc. appliquées <^atHii|e à un point d*un système de force invariablie, 
point dont la position estraportée aux axes des^^ 1? et H^s en conser- 
vant les relations de position entre' ces âxes et ceux des x , y et i 
conforme^ à ce qui est dit^rt. 164, et les sommes respectives des mo« 
ments de ces forces par rapport tfux axes des ^y <^t 4*/ étant If^m^^ w,; 

/, + /„ + «t. ==t 

La sdhtmf de^ râleurs des moraenits de \ oxttt% oeë fortes par rapport 
à une Kgne pîtssânt pîir horfgVnetfcs l^j n^ ^«^aiéant avec ces x:ooi> 
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données les angles respectifs A, B et C sera d'après les résuluts con- 
signés dans l'art* 1 68 

L COS. A + M COS. B + N cos. C. 

Doréhavatit au lieu de l'expressioh somme des moments des forces 
par rapport à une ligne, ou à un axe, j'employerai l'expression abrégée 
moment des forces par rapport & cette ligne ou à cet axe* 

170. Le moment L cos. ^+Mcas.i?+iVcos. C varie avec les angles 
A y Bj c et parmi tous les axes passants par un même point, auxquels on 
peut le rapporter, il y en a un pour lequel sa valeur est un maximum. 
On facilitera la détermination du moment maximum et celle de son 
axe, en substituant aux angles A^ B et C l'angle que fait cet axe avec 
le plan ^ri et l'angle que sa projection, sur ce plan, fait avec l'axe des 
Ç j nommant F lé premier de ces angles et H le second , la formule de 
l'art, précédent devient , en observant art. 27, que cos. Az^i:^QS.Sco^F^ 
cos. iS^ssin. H cos, F et cos. C;==:sin. F 

L COS. H cos. F+Msm. H cos. F+N sin. F 

égalant séparément à eéro les différentielles par rapport à ^ et -F on ^' 
les deux équations 

— . L sin. H cos. -F-j- Af cos. H cos. F=o 

^ L COS. H sin. F-^M siu. JI sin. F^IVcos.F=o 

d'oU on déduit, en accentuant les lettres JTj F , A^ B^C pour jpdi^ 
quer quelles appartiennent au oioment maopimiim. 

et par suite, en faisant (Z* ^3f*+iV^)^ =; K 

. L „ M ^ ^ N . ' 

cos. Af^r-r^} cos. B,=.^.— .^* COS. C, = — — • 
A . A A 

Expressions qui substituées dans la formyle de Tart. 169, donnent 
pour la valeur du moment maximum 

171. Cette valeur est celle de la quantité que j'ai désignée par 
X^ et on tire, cette première conséquence remarquable de l'équation 
^l^Lfi^Ml'^N^f^wA laquelle les angles A^ B , C, n'entrent pas, 
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qoe la somme des quarrés des moments , par rapport k trois axes rec- 
tangulaires , qui se coupent en un point quelconque du système , est 
constante pour ce point , quelques soient, d'ailleurs, les positions des 
axes à la commune intersection desquels il se trouve placé* L*+M^+N* 
est donc comme Kj une quantité déterminée, pour chaque point, qui 
ne change, en générai , qu^avec les coordonnées a^ ù j Cyde ce point j 
et qui peut rester la même , ainsi qu'on le verra bientôt , malgré les 
variations de ^^ ^ et c^ si ces variations sont assujetties à une cer« 
taîne loi. 

17a, L'axe du moment maximum Kj fait avec l'axe du moment 
dont la valeur a été donnée art. 168 , un angle que je désigne par ^ 
et dont le cosinus a pour valeur 

COS. (p = COS. u^ cos, y^' 4- cos. B cos. 5'h- cos. Ccos. C 
ou en substituant les valeurs de cos. ^[j cos. 5' et cos. C^ 

L cos. j4 + M cos. B + N cos. C 

cos. ip= ^ -2- j-^ : 

178. Le numérateur du second membre de celte équation est la valeur 
de la somme des moments par rap|K)rt à l'axe qui fait avec les ^j ri et ^, 
/OU avec les a?^ j* et « ^ les angles respectifs /4j BetCj si on représente 
cette somme des moments par X^ ^^ ^^^^ '^ relation 

X =-K COS. (p 

Par le point du système auquel se rapportent les moments Ket ^^ 
faisons passer un axe qui soit dans un même plan avec ceux de Ketde ^ 
et qui forme un angle droit avec Taxe de ^ j son angle avec l'axe de K 
sera complément de ^^ et son moment, que je désigne par X/^ ^ura 
pour valeur 

les deux équations précédentes donnent K^=;^*+;ç/ et on voit, par 
ces résultats, et par ceux trouvés, art. 169 et suivants, qu'il existe, à un 
point donné, entre le moment maximum et les moments dopt les axes 
se croisent au même point des relations analogues à celles qui lient une 
force à ses composantes. 

174. On conclut encore, de Téquation X—^ ^^^* ^^ ^"^ les moments 
qui ont, pour axes, les génératrices d'un cône, dont l'axe ?e confond 
'avec celui du moment maximum, sont tous égaux ejntr'eux. 
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175. Enfin il résulte» de la même équation ^=-K cos. ^ , que les 
moments sont zéro pour toutes les lignes menées dans un plan perpen- 
diculaire à Taxe du plus grand moment, et passant par le point auquel 
ce plus grand moment appartient. 

176. Imaginons que toutes les forces du système soient appliquées à 
im point unique, en conservant leurs intensités, leurs sens d'action, et 
des directions parallèles à celles qu'elles ont sur leurs différents points 
effectifs d'application ; toutes ces forces, ainsi concourantes en un point, 
pourront, art. 65, se composer en une seule, qui, en désignant cette 
résultante par R ^ et consei-vant, d^ailleurs , les dénominations de l'art, 
cité , aura |X)ur valeur 

et fera avec les axes des ^^ >? et 4f ou avec ceux des àc y y ^x z ^ des 

angles dont les cosinus seront 

X ^ Y Z 

COS. a»-^ i cos. d=5--^^' eoB.y=i3-^ 

Je nommerai ligne (/ï) Ulign^ de direction de cette résultante, son 
origine , la même que celle des ^j,. 9e ^t ^T^ étant placée au point qui a 
Uj ictc pour coordonnées rapportées aux axes primitifs des ^> j" et 4* 

177. Les forces qui entrent dans la composition de R ayant de» in- 
tensités, des directions et des sens d'actions déterminés, il est évident 
que quelque soit le point de l'espace çur lequel on transporte les actions 
de ces forces, la résultante R aura toujours la même valeur, le même 
|îe«s d*action et que toutes les lignes de direction (R) seront parallèles 
cntr^elles et & une ligne fixe dans Tespace. 

178. L'introdtfction de la force Rj dans le système, peut avoir lieu 
sans que rien soit changé à l'état de ce système, relativement aux actions 
des forces; pour remplir cette condition on laissera subsister les forces, 
sans changement , aux différents points du système sur lesquels elles 
agissent, et on appliquera, à l^origine commune de (/f) et des ^j ri et 
f^ deur groupes de forces uniquement composés des répliques des 
forces du système, de Ta manière sûivatite; chaque force de Tun.de ces 
groupes sera parallèle k l'une de celles qui sont appliiquées aux dlile- 
f cnts points du système , avêe la même intensité , et le même sens d^ac- 
lîon qu'elle, et aura, dans le second groupe, une force correspondante, 
flux lui géra égale et directement opposée. 
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La formation de ces deux groupes ne change donc rien à Vétsit du 
«ystéme; les moments, par rapports aux axes des <f ^ ri et ^^ sont les 
mêmes qu^auparavant , puisque les forces des groupes, étant appliquées 
à Pinterseciioû commune de ces axes, n^efa peuvent donner aucun , et, 
composant toutes les forces du premier groupe en une seule j on a la 
résultante E de Part. 176. . 

179. En appliquant à un nombre indéfini de forces les moments trou* 
vés art. 164 pour une seule force, désignant par Àj fi et v^ respective- 
ment les moments de ces forces par rapport aux axes des ^jj' et g j 
par Xj JT et Z les somme? des composantes parallèles k ces axts , et 
par L^ M ^ N les moments respectifs par rapport aux axes dès ^^ yt 
et i^j c'est-à-dire les valeurs qu'acquierrent Ij m et Uy dans le cas dont 
il s'agit ici, les équations de l'art- cité prennent les formés suitantes^ 

;i=2; { P ( 5 COS. ^— jr COS. y ) } }L^X—{c Y^b Z) 
^=X| JP(a7cos. y*-2 COS. a) I j M^=:i[i^(^aZ ^cX) 

180. Il est manifeste, à l'inspection de ces valeurt^ que lesmotnen^* 
primitifs, rapportés aux axes des (t^jf H z se conservent, sans chan- 
gement, lorsqu'on fait marcher l'origine dé ^^ n et (^,dont les coordon- 
nées sont a^ b et o^ sur la ligne (/?) en supposant que ^origine de cette 
ligne se confonde avec l'origine commune de cc^y ^ z et âc a^bjC^ 
puisqu'on a, à tous les points dé ^â trace, c K'^b Z:±:Oj aZ^cX:=:o^ 
^X— ^ jTsfiO, ces équations étant celles des pojections de (B) sur 
les trois plans coordonnés, rapportés aux coordonnées Uj b et c. 

Lorsqu'on passe de l'origine des rvj y et z à celle des ^^ >? et ^Ton 
f^akule les moments L^ M^ N, par lés formules de Part, précédent ^ 
en prenant pour données les moments primitifs ^^ ^^ ^ et les coor- 
données aj b y es mais ces moments L^ Mj JV étant Connus^ si oii 
Considère l'origine des ^j n et ^ comme une nouvelle origine communô 
des x^y^ s et dea^z^ bjCjCyn verra encore que les moments qui appar- 
tiennent à ce nouveau point se maintiennent constants, pour toutes les 
origines placées sur une parallèle k la ligne (/î) menée parce même point. 

181. Dans ces différentes marches des origines des coordonnées sur 
les parallèles i (/?), si les axes de ces coordonnées restent parallèles à 
des lignes données de position, les moments, par rapport à chaque 
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axe, en particulier, se conservent; et dans le cas où cette circonstance 
n'a pas lieu, ce sont, art. 171, les sommes des carrés des moments qui 
demeurent constantes. 

182 La conséquence des propositions consignées dans les deux art.. 

précédents, est que le moment maximum X=: (Z^+Af^+iV*)"» a une 
valeur constante, sur tous les points de la trace d'une parallèle quel- 
conque à la ligne (B)j valeur qui change lorsque le point, auquel on 
rapporte ce moment maximum y prend une position hors de la parallèle 
sur laquelle il était d'abord. 

i83. Les moments Lj Mj N^ étant aussi , art. 181, constants, chacun 
en particulier, pour les divers systèmes d'axes parallèles dont les origines 
«ont prises sur 4a trace d'une même parallèle à la ligne (/î)^ les cosinus 

r=^y —r- y --=r p art. 170, des angles formés par l'axe de K et par ces axes 
K, K IL 

coordonnés, resteront invariables dans la même circonstance; donc on 
suivant une parallèle à la ligne (B)^ les axes du moment maximum- 
Kj raj^ortés à chaque point de cette parallèle, seront touy, avec elle^ 
dans un même plan. 

184. Le cosinus de l'angle formé par Taxe du moment maximum K 
et par la ligne (/?) a pour valeur, en fonction des cosinus (art. 170 et 
176) des angles formés par chacune de ces Mgnes, et par les axes coor- 
donnés , ( XL + rM+ Z Ny : BKj. substituant , dans^ cette expression> 
pour Lj Met Nj leurs valeurs données art.. 179, réduisant et désignant,, 
par û^ l'angle dont on vient d'obtenir le cosinus , on a l'équation 

^"':^= bK 

i85. À f fi et y sont des moments constants par rapport aux coor- 
données, a^ ijCjdu point auquel appartiennent ûet Kj ces moments 
étant pris par rapport aux trois axes, qui se coupant à l'origine com- 
mune des X y j y z et des a^ b , c\ ainsi 6 ne varie qu'avec K^ et le 
produit Jï cos.^=;(iX-^^l^HryZ).-^ /î est une quantité constante 
dans tout le système. 

186. SI on prend,, pour axes des .T,.une parallèle à la ligne (/?), c^ 
qui peut se faire san&nuire^en rien, à la généralité des résultats^ cette- 
hypothèse donnera X=/f^ J^=o^ Z=o^ d'où, art. 179 
Z=;>î; M^u^€Rj.N=v—bR 
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de plus la valeur K«=Z»+ Af»+iV^ de l'art. (17a) 
et la valçur cos, 0z=, ^ -31 deviennent respectivement 

K^i=^X^^(^li^cRY ^{v—bRy ..... (i) 
COS.^=:-|^ (2) 

187. Ainsi, lorsque Faxe des x est une parallèle â (/?), la quailtifey 
constante dans tout le système, X cos. y est égale à la somme \<^ des 
moments des forces par rapport à cette parallèle; cette somme des 
moments est donc, elle même, invariable, c'est-â-dire que, quelque 
part qu'on mène une parallèle & (/?), la somme de» moments par rapport 
à cette parallèle est une quantité donnée. 

ï88. Ces théorèmes sont curieux et importants; Tes consi^quences 
qu'on en déduit le sont eiïcore davantage. K et cbs. étant récipro- 
quement proportionnels l'un à Tautre, Fa plus petite valeur de K répond 
à la plus grande valeur de cos. s donc le plus petit moment maximum 
de tout le système, celui qui,, d'après le langage adopté, doit s'appeller 
le moment minimum maximorum j Sip^arttent au point 011 cos.^=: i^ 
c'est-à-dire au point 011 Taxe du moment maximum est parallèle à la 
ligne (/?), qui , comme on sait 5 est la ligne de direction de la résultante de 
toutes les forces du aystènoe supposées appliquée» en un point commun. 

189. On a déja^ par l'article 186^ la valeur absolue de ce moment 
minimum maximorum ^ qui se trouve en faisant cos. ^=s i dans l'é* 
quation K cos. 0z=.X , d*oii on tire £=s^. Ainsi le moment dont il s'agit 
est égal au monient des farces par rapport à une ligne parallèle à ( /?) 
qni peut d'ailleurs être située arbitrairement, d'après ce qui est dit. 
â l'art. 187. 

t^o. Maintenant, pour avoir la position de Taxe de ce même moment 
minimum maximornm ^ axe qu'ion a reconnu, art. 188, devoir être 
parallèle à la ligne (/?), il suffit de trouver, parmi les parallèles à cette* 
ligne, celle qui , pour un point quelconque de sa trace, jouit de la pro- 
priété du moment maximum, ce qu'on exprimera, art. 176, en disant que 
les somme des^ moments des forces, par rapport aux axes qui coupent 
cette trace à angle droit, sont nulles. Cette hypothèse particularise la ligne 
cherchée, quoique À soit un moment donné, qui lui est commun avec 
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toute autre parallèle à (/?), parcequ'on a, de plus, pour celte autre 
parallèle, les moments fi+c R et y— A H par rapport à des axes qui la 
coupent à angle droit. Il faut donc que des trois moments qui entrent 
dans le deuxième membre de Téquation ( i ) de Tarticle i86 , les 
deux derniers, qui appartiennent aux axes perpendiculaires à la ligpe 

(/{), s'évanouissent, ce qui donne, ^s=-— ^ c=:— -Ç-^ la valeur de a 

restant entièrement arbitraire, et Taxe cherché est une parallèle à Taxe 

des a?, placée à une distance -^ du plan ^r j^ et à une distance -jj-du 

plan ce Zj À^ fiet v étante comme on sait, les valeurs paiticulières 
des moments par rapport aux axes des a?, jr et z dans la Dosition dé- 
terminée oïl se trouvent ces axes^ 

Cet axe du moment minimum maximomm a, avec les axes du sys- 
tème, pour lesquels les moments maxima sont constants, des relations 
de position remarquables qu^il est intéressant de connaître. 

191. En divisant par R^ l'équation (i) de Fart 186, on a 

et cette forme fait aussitôt reconnaître que Téquation dont îl s^agit, pour 
nne valeur déterminée de Jt^ appartient à une surface cylindrique rap-^ 
portée aux coordonnées a^bjC^ dont l'axe est parallèle aux a et dont 

la sectiotr, perpendiculaire à Taxe , a un rayon = = , les coor-' 

R^ 

données' du périmètre de cjette section, comptées de soa centre, étant 

' 'g- 9 Pour construire cette surface ^ CjA B étant le plan des t ^Cj qai est 
le même qwe celui des j^^ z^jÇlA Korigine commune des a, b yC et 
des Xji jr^ z yWk portera^ sur Taxe A B àes6 et des jr^ une longueur 

9 EL 

A ^=r — ■ ^ et^ sur Taxe A C des c et des z ^ une longueur A G= -^ y 
on tracera Gfé parallèle et égale à A H^ du point Ar, comme centre^ 
et d'un rayon = — — — on décrira un cercle, qui sera, sur le plan des» 
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ij Cj OU àesjyj Zjl'd base, ou la section transversale, de la surface 
cylindrique, Taxe du cylindre étant une parallèle aux a et aux oDj et 
par conséquent à (i?), menée par le point Â. 

192. Ainsi le point fixe u4 étant pris pour origine commune de^ 
coordonnées Xjj-^zçta^ù^Cjet l'axe des x et des a étant supposé 
parallèle à la direction de la ligne ( fl), si de cette origine, on se trans* 
porte k une autre, prise sur une parallèle à Taxe des x et des a jet par 
conséquent à la ligne {R), dont les coordonnées soient b et c^ tous 
les moments maxima, appartenants aux différents points de cette pa^ 

rallèle, seront égaux entr*eux et & }>î*-f.(^-f-c/?)^ + (y— Zr/?)» }^, et 

cette même valeur sera encore celle des moments maxima appartenants 

à touts les points d'une surface cylindrique à base circulaire, ayant son 

axe paraHèle k la ligne {R) et placé, d*ailleurs , comme il est dit art. 190. 

K^ — zj^ 
198. Le rayon de la base de cette surface étant égal à ■** » ^ , on 

voit que la surface cylindrique à laquelle appartient un moment K, 
constant pour cette surface, est d*autant plus éloignée de Taxe commun, 
<jiie ce moment K e»t plus grand ; ensorte que si on imagine une infi- 
nité de cylindres concentriques , â bases circulaires, ayant pour axe 
commun une parallèle & la ligne (/?), dont la position est déterminée 
Art. 190, les moments constants, appartenants aux génératrices des sur- 
faces cylindriques, iront continuellement en croissant, ou en décrois- 
sant, suivant que ces surfaces s'éloigneront ou s'approcheront de leur 
axe commun. 

1 94- L'accroissement de ces momente n'a point de bornes ; en effet 
quelque valeur x}u'on suppose au nK)meat n»axunuin /i[^ o& déterminera 

toujours le rayon — -^ — de l'enwlappe'Cyîmdriquestfrlaqtielle ï! Con- 
serve constamment cette valeur; il n'en est pas de même de la dimi- 
nution, qui a une limite puisque les moments maxima K diminuent 
avec les rayons rfes emreloppe^ cylindrique^; le plus petit moment 
maximum doit répondre aa rayon évanescent ^ et ainsi ce moment 

a lieu lorsque — ^— = O, ou loisquê Ka/J. 

f 9& La valeur qw'^on vient d^assigner au moment minimum maxi^ 
mùrum^et la position de la ligne k laquelle il appartient , déi€f:aïmè 
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art. 191 , sont les mêmes qu'on avait trouvées dans les articles prccé- 
dents ; et on voit, de plus, que cette ligne est Taxe commun de toutes 
les enveloppes cylindriques sur chacune desquelles le moment maxi- 
mum est constant. 

196. Cette dernière propriété doit nécessairement appartenir à un 
axe unique, dans le système, car si on supposait qu'elle appartint h 
plusieurs axes, des points pris sur difTérentes enveloppes concentriques 
appartenant à l'un de ces axes , pourraient se trouver sur une même 
enveloppe appartenant à un autre axe; les moments maxima, relatifs 
à ces points , seraient donc variables sur les premières enveloppes et 
constants sur la dernière, ce qui est une conséquence absurde. Au reste, 
la vérité que je viens de démontrer, par des considérations immédiates, 
e^t une conséquence mapifeste de l'analyse des art. précédents. 

197. Il est bon de pouvoir conclure la position de l'axe du moment 
minimum maœimorum et la valeur de ce moment, de la connaissance 
de la valeur d'un moment maximum rapporté à un point quelconque 
du système, et de l'angle û formé par l'axe de ce moment et par la 
ligne (^), indépendamment de toujte considération d'axes coordonnés; 
ypici comment on y parvient. Je transporte l'origine commune de« 
QD j j'^ s et des a^bjckun des point de l'axe du moment minimum 
maximorum ^ et je compte les x et les a sur ce même axe. Dans cet 
état de choses, on a ^/==o, >' = o, et le moment maximum K^ pour 
un point quelconque, est, art. 186, déterminé par les coordoûjoées a ^ 
h ^ Cj (« étant arbitraire), au moyen de l'équation 

et les cosinus des angles A^^ B' ^ C formé par l'axe de K et par les 
axe^ des o?^ j^ et z sont respectivement 

jÊt ^ m cR ^f hR 

COè. A' ^ -r^j COS. B' ^ ^ } cos. C z=, -— . 

A A A 

Je suppose maintenant, que le point, auquel se rapporte ce moment 
K, est sur l'axe commun des z et des c\ cette hypothèse donne ^=10, 
d'où COS. C=o, et l'axe de K se trouve ainsi à angle droit sur l'axe 
des z c'est-à-dire sur le rayon de l'enveloppe cylindrique pour laquelle 
le moment K est constant. Donc le plan qui renfçrnue l'axe de K et 
)a génératrice de la surface cylindrique, où la parallèle à (/î) passant 

par 
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prir le point auquel K appartient, est un plan tangent a cette surface 
cylindrique, plan qui est en même temps celui de ^[, n^ 

Puisque Taxe de K est compris dans le plan des ^^ )t on acos yf'acos.^, 

ou -=r = cos,^. — =— =sin. ûj d'où on conclut 
K A 

3 V- /, Xsîn. ff 

À^K COS. ffj C:=s = 

J'ai supposé que le point, auquel K appartient, se trourait sur Taxe 
des s ou des c, mais, comme on peut, dans le plan^ z, ou bcj donner 
à cet axe une position quelconque et que "dans toutes ces positipns, k 
une même distance c de l'origine, on a, constamment les mêtnes valeurs 
absolues que ci -dessus, les équations que je viens de poser seront donc 
applicables a tous les points de l'enveloppe cyfindrique qui a c pour 
rayon, et on pourra toujours déduire des équations précédentes,, deux 
des quatre quantités, CfÀ^Ket û lorsque les deux autres seropt connues» 

Si les données sont R et ffj on mènera, par le point auquel K ap- 
partient, une perpendiculaire au plan qui renferme la j^arallèle à (/?), 
passant par ce point, et l'axe de X^ et, par le point de cette perpen- 
diculaire, placé à une distance — ^ — du plan dont je viens de parler, 

on mènera luie parallèle à (/?) qui sera l'axe du moment, minimum 
maximorumy la valeur de ce moment étant K co^. 0j ces détermina- 
tions sont , comme on voit , dégagées de toutes pppsidérations d'axes 
coordonnés 

198. Chaque axe du moment maximum X^. pris sur une même enve- 
Joppe cylindrique , faisant avec la; génératrice, qui passe par le point 

auquel ce moment appartient, un angle constant dont le cosinus =: ~- ^ 

A 

et se trouvant, de plus, tangent k cette même enveloppe cylindrique» 
l'ensemble de tous ces axes , forme une nappe hyperboloïde , surface 
du second ordre dont l'équation et les propriétés sont bien connues* 

199. On doit mettre au rang des plus belles et des plus utiles vérités 
de la science de l'équilibre et du mouvement, celles dont les articles 
précédents renferment les démonstrations, et, plus les élèves avanceront 
dar^ l'étude de la mécapi^ue, plus ils en sentiront l'importapce, Les 

I u 
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théorèmes' des fart. lyo ^t 171, sur la vuleuret la position de l'axe d« plus 
grand moment ^à iUï point c(\ielcoi>que.,iont dûsà EiHerqui jes aidémon^ 
ffc« dans k tome 7 de$1t)otivcau^ •«ctes.de:Péterebourg;Iè surplus de ceilte 
théorie, qui en forme la partie la plus brillante > est de l'auteur de la 
Mécanique céleste et se déduit, conliïie conséquence, de sa théorie 
du plan invariable j, dont j'aurai occasion de parler aux élèves dans 
les sections du cours xjù je traiterai- du mouVemement des corps solides. 
Enfin, Ml Poinsot, ancien élève de l'École, et Inspecteur général de 
rUnivcrsîté, a publie xlans le .iS^. cahier du journal de celte Ecole, 
un mémoire fort intéressant où il dértïontre, avec autant de simplicité 
que de clarté, par sa théorie des couples ^ (j'expliquerai bientôt aux 
élèves la signification de ce mot ) tout Ce que j'ai démontre depuis 
l'art. i57 en suivant une autre marche d'analyse et de raisonnement; 
Kl"". Poinsot développe, daits le même mémoire, les applications, aux 
questions, de mouvement, de la théorie des moments, fondées sur 
l'identité de ces moments et des aires. Je vais faire quelques rappro- 
chements qui serviront à préparer Tintelligence de ces applications 
réservées ^o\xx la seconde partie du Cours. 

Rapports, entre J«Sr?»07ilr7?/5 et les aires, 

200. Les propositions que j'ai démontrées, sur les moments ^ depuis, 
r^rt. tS^^ ne sottt <^ncore, en siibstituartt aux forces les lignes qui les re- 
pnV^nt^fit^ quede simplts vérités géométriques, du moins pour les cas des 
'sj^téjues àtVôïS'dîfnenSîons, et ne deviendront des Vt-rités de statique ana- 
lytique, que lorsque j'aurai fait voir leurs relations avec les formules et 
\t% èqiïatitîns de contlitioln gènérâlesde èette partie de la mécanique. Quel- 
tjtiesï iifopiôsitîbns^fondattientales xle l^îiutre partie de la nnème science, de 
celte qui a le mouvement pour objet, peuvent aussi .être, d'abord ^ en* 
visiagées sous un point de vue purement géométrique , et, ce qu'il y a de 
reanfMtrquabley c'jest) que ceâ 'dernières propositio»s ne 4iflfeirent des pre> 
TOftne« d^iàat i;'aii parK» 4«ns ceC jariicle, que j>ar Jes expretei^îns qu'oli 
emplote pour ks rénc^c^r ; îi est' ^'(^nc eusôi .important qile ciirîoMX 
^ foire Voir Tiderititjé des Unes et des autr^es; ce rapprocheWienl; «le 
fcurnira l'Occasion de rq>peler, en peu de«wts» les principaux résuita.ts' 
obtenus xians 4rt .48 «rh .préoédênts;, réwltatç tjue je prt*«<*nterài som 
ia^fc forme absolument gj'-onHMri^Jue, : • ^ . • ' ? .> 
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aoi* Le signe P j <jui représente rinieosité d'une force, étant -çoD^t^ 
déré comme désiçnâ^nt la longueur. jl'june ligne prise sur U direction dç 
celte force» le produit de P par la pcrpe/adioulaire /y menée, d'up point 
fixe,$ur P prolongée, est le double de; l'aire d'ui^ triangle aywt JP pçvf 
ba^e et son sommet au point C;te. 

Cette aire double, ûu<:e produit P/;^ est ce que nous avons appelé 
m^omefit de P par rappgat à un ^cte çerpendiçu)«iire au plan de ce trir 
angje et^ pas^t par son spmmet 

w%. L'aire du triangle jne changer» p«s cjuelque pprt ^if e }a hase %ci\t 
placée sur la direction dç P^ poiirvv} que. U loiagueur dp çetje-bi^sf; e| 
la position du point où se trouve le sommet restent }e$ m^mes ; c'e^ j{i 
propriété des moments énoncée art. i53 et i63. . ' . 

£o3. Si 9 parle sommet du triangle, on mène un axe, dans une direc-^ 

tion quelconque, l'aire de ia projection orthogonale de ce triangle, sur un 

.plikli^ perpendiculaire m Vwa , aura une valeur eoDstaotê ,'(pflque8 soient 

les posiltifK» du commet , sur ce inèttie exe ^ et de la base aor la^dirêetioii 

,^e P. De plue ^ éiant Paogle fermé par o«tte direction et par Taxe du 

plan de projection, (complément de celui que forme ce pla» de pi«o|ec-' 

«tjon /fcvee la ligne P) et r ia plus courte dittah<;e etiÈre les ^euK lignes , 

le double de Taire de la projection ord^ogcnale aéra Pr râi. ^, e'e^ 

^art*. léo le o^oment jdie la force par rappoit À l'aoce do pian. de ptroj^ctlon 

qui ne dépend ni de la position absolue du point. itit'af^icatio» de ia 

force ni de celle du plan de projection sur Taxe de ce plan. 

204. Par le airm e -goifimet -èa triangle je fais passer -les: trois axes 
coordonnés des <r ^\y et z avec lesquels la base P fait les angles res- 
fecti&a^ i et y y rf^pn^pléiï^nte d«t c«h?3: ipi'ejle fciHpe avec les ifi9ms^ty 
œz et xy. En désignant par p^q ttr les plus court^.dMlancès^.Tjespecf 
iives^ ratre P et les axes -des x ^y ^ .^^\^^ prajeclîM» du dbttUe de 
ia siu^ace^ du t riaogle , sur les plans à^mt je viieq^^e fiarler Mnt Pp oia^a^ 
P^ sin.^ et P r.m\.y y ou ^K. t6* et ii63 jta» inçH^ertiSide^la rfiirde.P 
par rapport à. cliacpijdjps.ajtps* . . ,; ,.../] 

ixpâ. Faisant p^ssej, par l'origine^ w ^dw.fïont ies ^njgj^s ,F€;§pe(ctifs 
avec les'plans ^^^ xz et .2? j^ sont désignés .par A j^ ^ pt.lC.^lpwdouble 
de la projection orthogonale du tniangle, sur cejplaiî^ aura pour valejwr 
P l^p sin.a co6.-^ + ysin.^ços.^-^Asjn, y oos.C)^ c'estj,,a;:t..Tj57., l'^x- 
prcsçioB'du moment de laCurc^^ ppr.riV]ipoi:f à, i^e J^ne -passant ^ç 
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l'origine des a? ^ j^ et 5 et faisant avec les axes des a;^^ et z perpen- 
diculaires aux plans j* 4^ xz et xy y les angles A^ B et C. 

iô6. Enfin si on construit plusieurs triangles ayant tous leurs sommets 
placés à l'origine des ±^ j^ et -s et leurs bases P^^ P" ^ P"' etc. situées 
d'une manière quelconque, dans l'espace, en désignant par p' yj^' etc, 
if y if' y etc. r' y f" etc. a' ^ a" etc. ff j ff^j etc. y'j y"j etc. les quantités qui 
sont, par rapport à ces triangles, ce que/?^ ^y^j^y^yy y étaient par 
rapport au triangle unique considéré dans les art. précédents, et faisant 
S (Pp sin. a)—Àj2{ Pq sin. ^)-szpLy Z {Pr sin. y)=,v ^ la double 
somme des projections de tous ces triangles sur un plan passant par 
l'origine et faisant avec les plans yz^ x z et xj les angles respectifs. 
Aj B et Cj cette double somme, dis-je, a pour valeur 

?. COS. a --^fi COS. if+y cos. y 

expression qui est celle de la somme des moments àe P^^ P" etc.. Con- 
sidérées comme des forces, par rapport à un axe passant par Porigine 
des â?^ jK et « et faisant avec les axes de ce& coordonnées les angles 
A y B et a 

. âoy. Parmi tous les plans qu'on peut mener par Torigine des x^jr et 
z y celui , sur lequel la somme des projections orthogonales des triangles 
est un maximum , fbrmfe avec les plans j'^^ xz et xy ^ des angles dont 
les cosinus respectifs sont ,. 



îiÇ 



et le dénominateur i/'^a^^a^ya est la valeur do double de cetre 
plus grande somme. 

• La somme des projections est nulle sur tous les plans perpendîcnlaircs 
k celui dont on vient d'assigner la position, et^ en général, ^ étant rangFe 
qu'il ibrme avee un autre pfaiî quelconque, la double somme des 
.projections, sur ce dernier plan, a pour valeur (^*+^££*-j-.y*)*'cos. ^• 
On retrouve icr le théorème du plus grand moment, rapporté à forr- 
gine primitive des rr^ jr et 5^ et, par suite, à une origine quelconque,. 
en changeant seulement les valeurs âe À ^ u et y. 
' 20&. En mettant, bout-à-bout, une suFte de lignes égales et paraïïMes 
aux lignes P^j P^' ^ etc. conformément à ce qui a été dit ait. 76 et 76^ 
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on formera un poligoHé qui , eh générai , sera ouvert, et quelque soît la 
position de ce j)olygone> dlitis l'espace, et Tordre dans lequel on place 
ses côtés l'un à la suite de Tautre, la ligne droite menée de Vorigine 
du premier côté ^ à Vexirémiié du dernier, sera constamment parallèle 
à une droite de position fixe que je désigne par(/?). 

20g. L'axe des a? étant supposé parallèle à (/?), les sommes Xj /i 
et y acquerront des valeurs convenables à cette hypothèse, maU X sera 
la somme constante du double des projections des triangles, sur un plan 
parallèle à celui des j' z ^ ou perpendiculaire à {R)i et placé d'ailleurs 
arbitrairement, quelque soit le point de l'espace où viennent aboutir les 
sommets des triangles qui ont les lignes P' ^ F" ^ etc. pour bases. 

a 10. b et c étant les coordonnées respectivement parallèles aux y 
et aux Zy de ce point, pris à volonté, auquel on fait aboutir tous les 
sommets des triangles , si on désigne paNr. R la somme des projections 
orthogonales des lignes P^ ^ P^' , etc. sur l'axe des Xj ou ligne (/?), 
et qu'on fasse A=>^i*+(/£+c/î)*+(y— Z'-ft)*^ cette quantité Âsera 
la valeur du maximum de la double somme des projections qu'on peut 
obtenir sur un plan passant par le point dont ^ et c déterminent la posi- 
tion; l'angle 0^ formé par ce plan, et par le plan j- 2^ perpendiculaire 

à l'axe des j?, ou à la ligne (/?), se calculera par l'équation cos. 0s::. — - ^ 

les cosinus de ses angles avec le plan xz et le plan xj étant resjpec- 

ii+cR ^ v—bR 
tivement, ^ \. et = — - . 

La coordonnée, parallèle aux ;r^ ou & (A), du point auquel serap* 
portent ces déterminations, demeure entièrement arbitraire, c'est-à- 
dire que toutes les valeurs qu'on vient d'assigner conservent la même 
valeur sur la parallèle à (/?) dont les coordonnées sont b et c. 

.11 est a remarquer que lorsqu'on compare entr'elles les sommes des 
projections faites sur des plans perpendiculaires. à une même ligne ^ 
les sommets des triangles peuvent, art. 2o3, sur une même parallèle. à 
cette ligne, ne pas aboutir au même point sans que la somme des 
projections change. 

211. Dans le cas où tous les sommets des triangles se trouvent sur 
une parallèle à- (/î) et à a?^ dont les coordonnées respectivement paraU 

leles aux j- et aux z sont -^ et-^^-^ , ie plan du maximum de'pro- 
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jection est perpendiculaire 4 (/î)^ et À est la double valeur 4e ce maxî-» 
ipum , qui est la plus* petite des quantités de son espèce , c!e&t'à-dire le 
minimum maooimçrnm. 
. s.1%. L'axe dont on vieot de déterminer la position p^r le9 coordoa<^ 

nées -^ et — -^, pourrait servir k fixer les positions de tous les plans, 

t|«i , pburles divers points de Tespace auxquels on peut faire aboutir 

les sommets des triangles, ont la propriété d'être les plans de plus grandes 

sommes de projettîons. On a donné, art. aie, la taleur do cosinus de 

l'angle que l'un quelconque de ces plans, passant par le point dont le^ 

coordonnées sont ^ et c devait Faire avec un plan perpendiculaire k (/?)^ 

et celôi-^i étant supposé passer aussi par ce tw&me point, là ligne d*inter- 

ieetîon des deux plans devra renconfrier l'axe parallèle à (f{) dont lei 

if tt ' 

coordonnées respectivement parallèles k b Hk.c sont --fe- t?t ^^ .^ 

£i3. I^ distance entre te point déterminé par iJ et cj et l-axe dit 
minimfcm maximùrum , est égale k — W^^^^-^ ^^^ ^ ayant les fneni<» 

significations qu'à Tart. 210, et, lorsque la position du plan auquel K 
et sîn. ^ appartiennent est déterminée de la manière prescrite à Tart*. 
j^ •__ û 

cité, la raîeor » ■ ' ■ sert k trouver la position de Taxe du minitnnm 
R 

'. i 

maximorum en même temps que l'équation ^cos. ^= -j^ donne la va- 
leur K 'COS. (? de la AotiWe somme des projections sor le pfan perpeni 
diculaire à x:et axe. 

il 4. Toirt te qiîi est dit depuis l'art, sôo, n'est qu^une énonciatîotf 
fartituîière des pnncipalrt vétitès' dont t)ïi a vu les démonstraftions? 
depuis Tarticle 157 )usqti'à rartîclc 199, et les démonstrations de tous! 
>es ihéorèi^es sur les airts ^ tw sut leurs projections, ne seraient que 
ïii trâtis'criptiôn de celles qui concernent les moments. Ces théorèmes' 
s'appliquent, en dynamique, aux aires décrites pendant des temps, vti 
fintsonirifinîrtients petits, par les rayons veeteurs des (fiflTérents points 
matéî*rels d'un syaPteme en tnouyement, et on v^m, dans la secoiaîc' 
partie.du cours > leur im^poTtantuâ^er ; .1 
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. Au realc on peut appliquer la théorie que Je viens d'expliquer, à> 
des figures quelconque3', dont on ferait les projectioi» sur différents» ^ 
pkns» et en déduire uçe foule de conséquences et de propriétés aussi 
yai'iées que curieuses, mais dont la recherche est absolument étrangère* 
à l'objet de ce traité. i 

Equilibra «tconapoiitlon des forces parallèles , dans le cas où ces forces agissent^ 
. sur un système libre , et où leurs lignes de direction sont dans un même plan. 
. Principe du levier. Définition et propriétés; du centre des forces parallèles. . 

. fii5. J*at donné, depuis Tart. i$^o jusqu'à Tart. 144 j la lhéori€{ com- 
plète de la composition et de l'équilibre des forces qui agissent sur .un 
sj^stértie libre ^ lorsqu'on s'impose, à priori^ la condition d'avoir leurs 
ligneâ de direction dans un même plan, et quelques soient^ d'ailleurs, t 
les angles formés par ces lignes de direction,- tant entr'elles qu'avec des 
lignes fiies situées dans le plan commun. 

• Les élèves , qui ont étudié cette tJiéorie , se rappelent les deux pro- 
positions générales suivantes, sur lesquelles j'ai fixé leur attention, i^. 
la résultante de plusieurs forces , qui agissent dans un même plan , 
a sa ligne de direction dans ce plan. a*', en réduisant^ à son exprès*- 
SBon la j^us simple, l'interprétation des équation^ qui renferment les 
conditions de l'équilibre des forces dirigées dans un. même plan, on. 
voit qu'elles se réduisent à énoncer que ces forces- |>êu vent être rempla- 
cées par deux forces égales et pissant en sens directement opposés. 

La première proposition établie, dès l'abord, art. 48» pour deux forces, . 
dont les directions ont un point commun, et leur résultante ^ sest trouvée; 
démontrée , art. l38 , pour un nombre quelconque de forces agissant, 
dans le mettie plan , puisqu'il suit évidemment des compositions binaires, 
successives, par lesquelles on est arrivé, article cité, à l'expression gé». 
néralc de la résultante finale ,.que cette résultante se trouve, dans un 
même jdan, avec les deux premières forces composées et , par oonsé- 
<]uent , avec toutes les autres forces. 

La setocde proposition a été pareillement établi^ 9^t. 141 , 14& et 
«43. Elle n'esta d'ailleurs , que l'énoncé d'une vérité, pour ainsi dire 
intuitive, applicable à toutes les hypothèses possibles d'actions des forces» 
tt consignée dans les art. 40 et 74, où on a; vu qiie Vune <]uelconque 



Digitized by 



Google 



%B StATTQUE ÉLÉMENTAIRE. 

des forces d'un système en équilibre, qui n*a aucun point fixe, est t'gale 
et directement opposée k la résultante de toutes les autres forces. 

On ramène, dans certains cas , comme je le ferai voir dans la suite , 
le système des forces en équilibre k plusieurs couples de forces égales 
et directement opposées, mais c'est une affaire de pure commodité. 

a,i6, La seconde proposition est donc immédiatement applicable à 
une combinaison quelconque de forces parallèles; la première doit con- 
venir aussi aux forces parallèles, qui agirent dans un même plan, puis- 
que cette hypothèse sur le mode des forjjes ne fait qu'introduire, dans 
les formules générales de l'art. iSp, applicables à toutes les valeurs |x>s- 
sîbles des angles a^j a^^ etc., les relations particulières ar^s a^,z=:a,^,z=i 
etc. 

Il est d'ailleurs évident qu'on peut appliquer, & deux forces parallèles, 
et à leur résultante, le même raisonnement, mot pour mot, qu'on a 
fait, art. 48, pour prouver que la résultante de deux forces, qui con- 
courent en un point commun, est dirigée dans le plan de ces forces ; et 
comme on peut obtenir la résultante finale d'un nombre quelconque 
àe forces parallèles , par une suite de compositions binaires , en' em- 
ployant la méthode de l'art. i38, si ces forces parallèles agissent dans 
un même plan, la résultante finale sera nécessairement dans ce plan 
puisqu'elle sera, par construction, dans le plan des deux premières 
forces composée^. 

217. Il reste maintenant a introduire dans les formules générales, 
données depuis l'art. 12^0 jusqu'à l'art. i56, et applicables à des forces 
qui agissent dans un même plan, la condition particulière du paraHé- 
lisme de ces forces, cette méthode, constamment suivie, dans l'expo- 
sition des vérités de la mécanique analytique, réunit , à l'avantage d'être 
claire et concise, celui d'être parfaitement rigoureuse; cette dernière 
qualité, surlout, lui appartient essentiellement, car si une conséquence 
qu'on veut tirer d'une équation vraie, est, ou inexacte, ou incompatible 
avec les bases sur lesquelles cette équation est établie , l'analyse rend 
aussitôt manifeste, par les symboles connus, le vice de raisonnement ou 
l'incompatibilité, et si le résultat obtenu n'est acoropagné d'aucune in- 
dication pareille , il a un degré de certitude égal à celui de la formule 
dont il est déduit. 

;8i8. Je cornmencç par la composition de dewt forces parallèles P' et 

pu 
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P" qui font un même angle A' ave l'axe des x tracé sur le plan de 
ces forces, p' et p'^ étan^tles perpendiculaires abaissées, sur leurs di- 
rections , de l'origine des x et des y. 

Je nomme R la résultante de P' et P"> A l'angle que fait cette 
résultante avec l'axe des a?, et r la distance de sa direction à l'origine 
des X et des jj^^* r y /?' et p" sont, dans le cas dont il s'agit ici, mesurées 
sur une même droite passant par l'origine des a? et des j/-^ et iî^ devant,' 
art. !ii6, agir dansile plan de P' et P" ^ il ne ineste plus qu?à déterminer" 
sa trace sur ce plan, et son intensité. 

Introduisant, dans lès deux premières équations de l'art. i3i, la 
condition du parallélisme des forces P' et P\ on a a''s=.CK!'^=,A' ^ et 
ces équations deviennent. > - < 

/î'cOS.^W(P' + P'')C06/^" .' . ' ' 

. R sin. ^=( P'+V:[) sin. A' 
et on en déduit 

R=P'^P" }Az=,A' 

ainsi la résultante est parallèle aux, composantes,, égale a leur somme, 
et la forme des équations, qui donné ces théorèmes, indique clairement 
qu ils sont vrais sans restriction j on doit, ainsi, Ic*s regarder comme 
aussi rigoureusement démontrés. que les propositions qui seraient Tin- 
terprétation immédiate et littérale des équations dont les deux précé*- 
dentés sont un cas particulier. 

L'intensité de la résultante étant connue, on a sa trace, sur le plan 
des forces, par la troisième équation de l'art. i3i^ qui aonnç, en ob- 
servant que les expressions qu? rnuïtiplient R^ P^ et P^^ ^ représentent 
respectivement, jart. 128, r, p'^^t p'^ 

P'p'^P'^p'' 

^= '..:p-4.p- ^ 

le moment de 1^ résultante est, dans ce cas .d^ foroçs parallèles , comme 
dans le cas des forces non parallèles, égala U^omrhe des moments des 
cpnJposàVite&' . '^ ' :...•. 

X et j-^ ^i^^yty ^if ^y- ynM^^^ '^^ coordonnées respectives des 
lignes de direction de /î^ P' et P^' ^ et désignant par xl l'angle commun 
formé par chacune de ces lignes et par Paxe des a?) la troisième équa- 
tion de l'art. i3i devient 



Digitized by 



Google 



90 STATIQUEÉLÉMEKTAlàE.' 

1119. On voit, par l'équation B=:^P^+P'^ j que R doit agir dans le. 

sens de la plus considérable des forces P' et P'^ j de plus, d'après l'éqùa- 

P'v'^P"p^' 
tion r =s: — \^^ / ^ lorsque P' et P" ^ agissent dans le même sens, 

la trace de /î^ dont la valeur numérique surpasse alors celle de chacune 

pj des deux composantes , doit Êitrè située entre les traces de ces deox 

forces; si P' et P" agissent dans dés sens différents, que BP' et CP'^ 

soient leurs directions respectives et leurs sens d'actions, et A l'origine 

des distances r^ p' ^i p" ^ comptées sur la ligne AP ^ perpendiculaire 

à la direction commune des forces, on aura, AB:z^p' , AC^^p" et 

faisant CB^=^p" — p'^s=L?,j on déduira de l'équation précédente les deux 

qui suivent 

}iP" „ ^P' 

r^P + -jpr^^rpJf J r=P --pr:^ 

lesquelles , dan^ tous les cas oii P' et P" agissent en sens opposés , donnent 
r<:^p' ^ lorsque P'> P"^ et r^p" ^ lorsque P''^ P' } appliquant ces ré- 
sultats, avec les signes convenat)les, aux différientes combinaisons des 
positions des points A ^ B et C ^ on verra que., dans toutes les combi- ^ 
naisons de leurs sens d'actions, la plus considérable. des trois forces 
IP' ^ P" et B doit avoir sa trace située entre les traces des deux autres. 

Au reste tout ce que je viens de dire peut se conclure facilement de 
la, considérâtipn des signes que. prennent^ dans chaque cas, les expres- 
sions dé la forme; y cos.. a^x sin. OLy et de leurs valeurs, d'après ce 
qui a été expliqué art. i5i et suivants, ,. ' 

aao. k continuant' à désigner la distance entre les directions de 
P' et P" y si on représenta par X' et >î", respectivement, les distances 
entre la direction de R et celles de P' et P" on aura 

' ' ' ' ■ ' ' P'i/^P'^d'' '' ' • : *' '-'''- ' '"' ' ' '' ''' •' 

l'équatîonr= p/ p/ deviendra P' yl' = P'M'^ d'abP/:P(< :î 

'^" : X' j en composant cette proportion et en la combinant avec l'éqùa,» 
ùoii.R^P'^P'! jon^. 

■■■■'■■ ]R:P'.p'i..X^}r,>f^ ■ '■', ■•■■.'' 

théorème ^alogue à celui de Part. 5o. 
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SL21. L'équation P' X^P" Â!^ j appliquée au cas ob <md«s points de 
la résultante est fixe , (cas auquel^ art* 14S, P' et P" sont en équilibre 
autour 'de ce point)* donne le fameux principe de Téquilibrf du leviep 
découvertpar Archimède ^ il y a environ vingt siècles et demi^ et qui 
forme la proposition 7 du .i«'- livre de son. traité de Véquilibre dts 
plans s c'est la première vérité qu'on ait démontré, par le raisonnementy 
dans la mécanique rationnelle. 

222. Quelque soit le nombre des forces parallèles P' ^ P"^ etc. agis- 
^ht.dans }e même plan et qu'on i veut composer en une, seule, on peut 
avoir la résultante générale par une suitç de . comppsitioïis binaires ^ 
comme on a fait ^ l'art, i38; mais il. e$t pjus cSo^rl^de s'appuyer immé- 
diatement sur les résultats de l'analyse^ contenue dans cet article ea 
introduisant^ dans les équations de l'art. iSç^Ja conditon de l'égalité 
de chaciKi des angles a'> 0^' y etc. i^ un ai^gle.-/^'^ et supposant que ]a 
résultante R fait avec l'alceides.a? un ^ngle jiy ce qui ^onne les équation» 

Rcos.A=c69.A' i:{P) - 

Jîsîrt. ^ = sin, :^^2J(P) 

desquelles on conclut ^ comme à l'art. 218 o\x il ne s'agissait que Ae 
deux forces 

K^X{P)j J^A^. . • 

désignant, par a, la valeur commune A et de ^'et adoptant, d^ailleursv 
ïa notation de l'art. 189, ort £t, pour déterminer la direction dé là résul- 
tante dont l'interisité est donnée par* Téquation /?=-S(P), l\ine ou 
l'autre des deux équations 

2:iPp) , 2:{Pr)-2:(Px)tBiTi2,.(t 

. r=-^^^^^jr===^^tang.a^ > ^^ ^ z{py — 

les X exy ^ sous îe signe -S, représentent .les coordonnées particulières 
a/ y x^' y ^^c. y y y" y etc. des points d'application d^es forces P^jP^ etc. 
et les X , et j^, hors du signe , se rapportent y spécialement^ aux diffé- 
rents points de la trace de 1% résultante^ 

223. Si , dans la seconde des équations précédentes ^ on fait 
2 (Px) 

^— ' 2; /p\ '> '^ P^'"^ ^^ ^^ ^^^^^ ^^ '^ rfsuîtant'e , correspondant' 

à cette abscisse ^ aura pour ordonnée j ^ ■ y / ^ r^ . ce point est trè^- 



Digitized by 



Google 



pa S T A T I Q U E lÉ L.É M E N T A I R E. 

remarquable; l'angle a n'entre dans les valeurs d'aucune de ses deux 
coordonnées, ensorte que c'est un point commun à toutes les directions 
que peut prendre la résultante^ dans l'hypothèse où les forces. conser- 
vant leurs intensités, leurs points d'application , et leur parallélisme ^ 
feraient d'ailleurs tous les angles possibles avec une ligne fixe (tracée dans 
le plan de ce» forces. 

224. Ce ppmt qui a pour coordonnées ^\ „/ et — , ^ ^ et qui 

^ (^) ^\^) 

est une espèce de cehtre fixe de rotation de lalign^ de direction de la 
résultante y s'appeWe centre des Jbrcés parallèles. 

226. i)n a la cbndition> de Téquilib^e des forces parallèles qui, 
dirigées dans un même 'plan^ âgisseftt sur un système libre, en faisant 
dans les équations de l'art. 141, a't=a'^=aetc. =ïa^-r(P).cos. a^=oj 
2 (P). sin. a :== G, au moyen de quoi ces deux équations se réduisent 
à l'équation unique 2^ (P)=o, à laquelle il faut réunir Taulre équa- 
tion 2(Pp)z=zOy ou son équivalente. 

2;(Pj.)v-2;(.Px>tang. a^q 

et les mêmes résultats se déduiraient de l'hypothèse /î=o, et S{Py=o^ 
dans les équations de l'art. a22. . , 

226. Un raisonnement, absolument semblable à celui de l'art. 148, 
prouverait que lorsque ces. équations ont lieu par rapport à une certaine 
origine des p ^ x , et j>^ et à une certaine direction de l'axe des x ^ des- 
équations semblables ont encore lieu pour toute autre origine et toute* 
autre direction prises dans le plan des forces. 

De Téquilibre de4 forces parallèles autour d^un point fixe situé dans le plan qu}' 
renferme les lignes de direction des forces. Pression de ce point. Détermina- 
tion de la plus grande et de la plus petite valeur de cette pression. Du cas 
où le point fixe est placé au centre des forces parallèles. 

iay. Les forces parallèles continuant d^agîr dans un même plan, ort 
peut supposer que le système des points matériels auxquds ces forces» 
sont appliquéies est assujetti à tourner autour d'un point fixe , situé 
sur ce plan , et chercher les conditions de l'équilibre relatives à cette* 
hypothèse. D'après ce qui a été dit, art. 146, la recherche dont il s'agit 
ournit matière à une première détermination, celle de la position ^ 
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i^oiiïiefir au point fixe pour obtenir Téquilibre, gt réquatioiiiqûi e:xpfim« 
les conditions demandées, renferme le terme qui doit être nul lorsque ce 
j[)oint est placé comme il doit l'être^ 

Or on a vu ^ à l'art, cité, que l'équilibre avait lieu lorsque le point fixé 
Se trouvait placé sur la trace d'une ligne droite , ayant pour équation 
Xy — ITx — 2!(Pp)=so, et que l'égalité à zéro du terme Constant 
2 (Pp)^ en exprimait complètement les conditions ^ l'origine com-^ 
mune des lignes p étant au point fixe; en effet Inéquation S(Pp)=oi 
suppose l'existence de ce point sui' la direction de la résultante, dont 
l'équation rapportée à deux coordonnées rectangulaires quelconque» y 
prises dans le plan des forces, est Xjr — F'x—2(Ppy=o. 

^228. Le cas des forces parallèles agissant dans un même plan donnai 
pour l'équation de la direction de la résultante, art. 2/22, 

(^— a^tailg.a)i:(P)— :&(Pjr)+2;(Pa?)tang.a=a, 

et tout point fixe , placé sur cette direction, établira l'^équilibre; maïs eri 
transportant, à ce point, l'origine des coordonnées, Téquaftion de la 
trace de la fésulfànfe devient j-— a?tang.a:=o, et on â, pour^ énoncef 
que le point fixe a la position dont on vient de parler^ etque, par consé -^ 
quenti l'équilibre a lieu , l'équation 

JS(,Pj')—S\Px)tsoa^.a=ô . 

l'origine des x et des ji^ étant à ce même points 

^29. Cette équation, qui équivaut à 2{Pp)-==zo^ exprimé que tar 
somme des moments est nulle par rapport au point fixe. 

23o. Dans le cas du système fibre, art: 22b i l'équilibré résultait des 
deux conditions 2^ ( Pp )= o et ^ ( P) = o , mais dans le cas actuel 2{P) 
est l'effort que le point fixe a à supporter,- ee point se trouvant sur la 
direction dé la résultante dont 2? (P) est la valeur. 

aSi. On voit ici, comme à l'art. 148, que l'effort exercé contre fo 
point fixe est le même qui aurait lieu si toutes les forces parallèles lui 
étaient immédiatement appliquées.' 

a3a. Enfin, tout ee qui a été dit depuis Fart. 1 49 Jusqu^à l'art. th6i 
inclusivement, e^t applicable, sans restriction^ aux cas traités depuis 
fart. 227; J'ai fait voir, dans les art. cités, les changements qu'on peut 
faire subir à un système de forces dont les directions sont sur un mémf 
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plan, et qui se font équilibre autour d'un point de ce plan, rendu fixe^ 
sans que l'équilibre cesse d'avoir lieu , changements qui permettent de 
rendre parallèles des forces qui ne le sont pas, ou de détruire le parallé-' 
lisme de ces forces lorsqu'il existe. 

2,33. J'ai parlé art. i56 d'un minimum et d'un maximum d'eflfort sur 
ie point fixe; en adoptant la notation de l'art. 1 89, les conditions d'après 
lesquelles on obtiendra ce minimum ou ce maximum sont exprimées par 
Véquat\onS(Psin.a)S{Pdaco9.a)—2{PcoB.(i)S{Pdasin.eL)==zo, 
équation qui se rapporte au cas où l'intensité de chaque force et la dis'- 
Hance de sa direction au point fixe demeurent constantes; cette force 
pouvant, d'ailleurs, être appliquée k un point quelconque du cercle qui 
a, pour rayon^ la distance dont je viens de parler et le point fixe pour 
centre. On a vu art. i5i, que l'équilibre continue d'avoir lieu quelquesoit 
ce point d'application pourvu que la force agisse toujours dans le même 
sens sur la circonférence du cercle auquel sa direction est tangente; mais 
la valeur de la résultante, ou l'effort qu'elle exerce sur le point fixe varie 
à chaque changement de position et il s'agit de savoir comment les direc- 
tions des forces doivent être disposées pour que la différentielle de la 
résultante soit nulle lorsqu'on fait varier ces directions de quantités in- 
finiment petites. Cette condition sera, d'après l'équation précédente, 
généralement remplie dans tous les cas oîi on rendra les forces parallèles 
entr'elles et par conséquent à la résultante, les relations entre les diffé- 
rentielles iia,j ^a„etc. demeurant absolument arbitraires; ensuite pour 
obtenir la plus grande des sommes données par les diverses 'combinaist)ns 
de forces, ainsi rendues parallèles^ on placera d'un même côté, par rap- 
port au point fixe, toutes celles qui tendent à faire tourner dans un même 
sens, et de l'autre côté, par rapport au même point, toutes celles qui tendent 
à faire tourner dans le sens contraire ; la pression du point fixe sera égale à là 
somme totale des forces. Pour avoir le minimum de pression de ces mêmes 
forces, toujours ramenées au parallélisme, on les placera de part et d'autre 
du point fixe en les combinant de manière que, 7?, 5, 7',etc. étant les forces^ 
qui agissent d'un côté de ce point, et ff^ A"^ T'j etc. celles qui agissent de 
l'autre côté du même point, on ne puisse pas faire une transposition dans 
lès deux termes de la différence (/î' + 5'+ 2^+ etc.)— (/? + 5+ T+ etc.) 
sans augmenter cette différence. 

234. Cette pression maximum , cette pression minimum , et^ea 
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^néraly des pressions déterminée» quelconques du point fixe, peuvent, 
sans changer de valeurs > avoir lieu dans toutes les directions possibles ic 
vu qu'on peut ou rendre toutes les forces parallèles à une ligne passant; 
par ce point fixe, et ayant d'ailleurs une position arbitraire dans le 
plan des forces, ou faire faire à chacuiie> avec cette ligne, un angle 
donné à volonté. Ces propositions sont liées au théorème suivant qui se 
déduit immédiatement du contenu aux art. 145 et i5i : si on a des forces 
quelconques, dirigées dans un plan, un point, de position déterminée 
arbitrairement, sur la direction de leur résultante , sera, la commune 
intersection de toutes les résultantes qu'on pourra obtenir , en faisant 
variera volonté les directions des forces, avec les seules conditions 
que la distance de chacune de ces directions, au point dont je viens 
de parler, demeure constante et que le moment de chaque force, par 
rapport au même point , ne change pas de signe. 

s35. Ainsi voilà un centre sur lequel les actions combinées des force* 
se reportent continuellement , dans toutes les positions des points d'ap- 
plications, compatibles avec l'invariabilité de la distance de chaque ligne 
de direction à ce point commun , lequel peut prendre une position qui 
lui x^onne des propriétés remarquables, lorsqu'il appartient à un système 
sollicité par des forces qui, dans leurs changements de directions, de- 
meurent constamment parallèles entr'elles et dont chacune conserve le 
signe de son moment. Le centre dont il s'agit est,, aloi-s, art. 228, un 
point quelconque de la ligne qui a pour équation 

(jjr—a? tang. a) S (P) -- 2 (Pjr) ^ Z (P x) tang. a=o 

c. A .. ' .• 2^{Pœ) 2(Pr) 

SI on fait, dans cette équation a?=3 — > -^ ^ on aura j^ sas- J^.pv - ^ 

Z {F) Z {F) 

et on déterminera le point de la trace de la résultante, déjà trouvé et 

défini art. SL2.3 et 224 , dont la position est indépendante de l'angle (t 

formé par chaque force et par une ligne de position fixe. Ce point 

réunira donc , à la propriété énoncée dans l'article précédent , celle 

d'être aussi placé à la commune intersection de toutes les lignes de 

direction de la résultante ( dont la valeur demeure cûtetânte ) dans 
f hyposhèse où, conservant le parallélisme des forces et les positions des 

points auxquels ces forces sont appliquées, on ferait décrire, à la ligne 

de direction de chacune d'elles, des angles quelconques autour de son 

point d'application. 
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J'ai dit que ce point se nommait le centre des forces parallèles j 
nous le retrouverons bientôt encore dans les systêfnes de points d'appli- 
cations des forces, k trois dimensions. 

s36. \j^ centre des forces parallèles étant supposé fixe, leur équi- 
libre autour de ce centre n'est soumis, comme on la vu, à d'autres condi- 
tion qu'à celle de la conservation de leurs intensités et des positions de 
leurs points d'application ; cependant, le système étant de forme inva- 
riable, on peut lui faire décrire un angle quelconque, autour du centre 
fixe, et, après avoir ainsi changé sa position, l'équilibre subsistera 
toujours si chacun de ses points est encore sollicité par la même force 
et si le parallélisme des forces est maintenu. 

Cette théorie aura, dans toute la suite du cours, des applications 
importantes. 

(as singulier de la Gompo$ition des forces qui agisscat dans un même plan. 

Définition . des coz//7/^5» 

' aSy. Une des conséquences de la théorie que j'ai exposée depuis l'art. 
Î20 jusqu'à l'art. 140, et depuis Tart. ai5 jusqu'à l'art. 22.6 est, qu'en 
général, des forces qui agissent dans un même plan, peuvent toujours 
se composer en une force unique. La proposition est vraie , sans excep- 
tion , si ort admet , comme valeurs qui résolvent un problème , toutes 
celles que peut donner Tanalyse, depuis zéro jusqu'à l'infini, mais il n'en 
faut pas moins, lorsque la nature de la question le permet, substituer, 
k ces valeurs limites ^ des quantités susceptibles d'entrer dans des ex- 
press'rons analytiques calcui^ables. 

Ces considérations me déterminent à compléter, d'après la promesse 
que j'en .^i faite,, art. 140, la théorie exposée depuis l'art, 120, en parlant 
d'un ca^ singulier de composition des forces, qui donne une résultante 
jiuUe i ou infiniment petite , agissant à une distance infinie du point 
auquel or rapporte jes lïioments. 

' . a38..Ce ca^ a li«u lorsque des forces, ea nombre pair, appliquées à 
un système, peuvent êtria divîsé.e&tn couples^ c'est-à-dire en groupes 
£<>mpo$és chacun de deux forces, ces deux forces, qui constituent 
chaque groupe ou couple^ étant parallèles , égales , et agissaztt en 
senS'COfltraires^.dans des lig^nesde direction placées «k uœ distance fmie 
l'iaiie de l'autre, - 

^39, 
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aSp. Il est évident que les composantes de ces force», parallèles, deux 
k deux, à des lignes quelconques prises dans l'espace, formeront une 
somme nulle; et ai on suppose qu'elles agisseht, toutes, dans un même 
plan, on aura, en employant la notation de l'art. 141 , A'c=:0 otl^=o, 
équations qui expriraent que le6 forces peuvent se réduire à deux forces 
parallèles, égales, faisant, avec une même droite, des angles dont les 
cosinus ont des signes différents, et satisfont à une partie des conditions 
de l'équilibre d'un système libre; mais cet équilibre exige, de plus, que 
les mêmes forces soient directemenê opposées ^ c'est-à-dire aient leurs 
directions sur une même ligne, et il faut, pour que cette condition soit 
remplie, qu'on ait une troisième équation 2^(JP^)z=o, a réunir aux 
deux précédentes. C'est l'observation, consignée dans les art. 142 et 148, 
à la suite de l'exposition détaillée de la théorie dont cette observation 
est une conséquence; or, dans le cas singulier dont il s'agît, x' étant 
une des forces qui composent une cduple, r' et r*' les perpendiculaires 
abaissées, du point auquel on rapporte les moments, sur leurs directions 
respectives , k somme de^ moments des forces x^ sera x^ r" — x' r^ ou 
;e'(r" — t')j c'est-à-dire le produit d'une des forces par la distance 
entre leurs directions; désignant cette distance par ^', le moment de la 
couple sera x^ e' j et la somme des moments de toutes les couples, ou de 
toutes les forces du système, aura pour expression S (xe) j les. explica- 
tions que j'ai données, dans plusieurs des articles précédents, sur les 
signes des moments en général , me dispensent d'entrer dans aucun 
détail sur les signes des termes de la forme xe. 

240. 2 (xe) ne doit être nulle que dans des cas particuliers, c'est-à- 
dire, qu'en général, elle est une quantité finie; l'équilibre n'existe donc 
pas , quoique les sommes des composantes, parallèles aux axes , soient 
nulles, et substituant , dans les équations (^) de l'art. 189, pour X^ 
Tj et S (Pp) les valeurs que comporte l'état actuel de la question, 

on a /î = o ^ /■= V^ ■ = oo conformément à ce qui a été annoncé 

article 287. 

241. Il est donc impossible d'obtenir la composition effective, en 
une seule résultante, des couples appliquées à un système libre ^ et par 
conséquent de leur faire équilibre avec une seule force ; mais cette im- 
possibilité qui tient à la condition qu'on s'impose de remplacer, ou 

1 • i3 
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d'équilibrer les forces du système libre avec une force unique^ cesse 
aussitôt qu'on ne s'astreint plus à cette condition. En effet soient 
B! et B!' deux forces qu'on veut substituer à celles qui sollicitent le 
système, a' et a" les angles qu'elles font avec l'axe des o?^ / et r" les 
distances de leurs directions à l'origine des x et des j^^, ces forces, diaprés 
la théorie dont le contenu de l'art. 189 est la conséquence, résoudront 
le problême lorsqu'elles satisferont aux équations 
/î'cos.^z'+/î''cos.^'' = X 

F! r' +/?"/' =^{Pp) 
trois des inconnues R'^ B!' ^ a' ^ a" y r^j r" demeureront arbitraires, et 
pourront être déterminées de manière à satisfaire à des conditions parti- 
culières. Si dojic on pose pour condition que les forces sont dans le cas 
de l'art. 5^38, ce qui donne X^o, jr=o, S (Pp)=S (^^), on aura, 
égard k cette circonstance en faisant /?' = — 7?"j a' z=:ia" et les équa-» 
jtions qui résolvent le problême , deviendront ( B! — R' ) cos. az=.o j 
(R'—B')s\n.a'=^oj R'{/—r'')=^S{x€) 

2.42. D'après ces résultats on pourra remplacer toutes les couples par 
june couple unique, telle que le produit d'une des forces qui la com- 
posent par la distance entre les directions de ces forces soit égale à la 
jSomme de tous les produits pareils donnés par les autres couples. Dési- 
gnant par JT l'une des forces de la couple résultante, et par e la distance 
entre leurs directions, on a, pour déterminer l'une des quantités J^ et 
^j l'aptre étant arbitraire, l'équation 

2^3. Si on donne aux forces JT^ ou à leurs moments , des signes 
contraires à ceux que comportent les équations précédentes, ces forces 
feront équilibre à toutes les forces x j et en général des couples , en 
nombre quelconque, seront en équilibre, sur un système libre, lorsqu'on 
aura l'équation S{x€)—0 9 et réciproquement; les autres équations 
X=o, J^ = o , se trouvant satisfaites, a priori ^ par les conditions 
mêmes qui établissent les relations entre les forces. 

^44. L'équation de composition Z^f=:2^(;ff) et l'équation d'équilibre 
S (x€)=.Of fournissent un résultat remarquable; les coordonnées des 
points d'applications des forces et les distances de leurs directions au 
point auquel on rapporte les moments , n'entrant point dan^ ces équa» 
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tions, dès que Pune ou l'autre a lieu , pour une combinaison particulière 
des positions des couples, dans le plan qui les renferme , elle a encore 
lieu pour toute autre combinaison arbitraire qu'on peut faire de ces 
positions, dans le même plan, non seulement en transportant les couples 
d'un lieu de ce plan dans un autre, mais, encore, en donnant, aux forces 
parallèles qui les composent, des directions quelconques. Tant que les 
forces d'une couple , la distance entre leurs directions , et le signe du 
produit d'une des forces, par cette distance, ne changeront pas, le terme 
introduit dans une expression analytique, par cette couple, aura toujours 
même valeur et même signe. 

246. Il est presque inutile d'ajouter que cette même faculté de placer 
les couples, et de diriger leurs forces à volonté, subsiste encore dans 
l'hypothèse où ces couples se trouvent combinées avec des forces non 
accouplées; et enfin on peut, sans que l'effet général des forces et les ex- 
pressions analytiques, qui se rapportent à cet effet, subissent la moindre 
altération, substituer, à une couple quelconque, une autre couple, pourvu 
que les produits respectifs des forces de ces deux couples par les distances 
entre leurs directions, aient même valeur et même signe. 

Û46. Voici encore une autre propriété dont j'aurai occasion de faire 
usage. Si plusieurs couples, renfermées dans un plan, sont en équilibre 
sur ce plan, les conditions de cet équilibre seront, art. ^43, exprimées 
par l'équation unique Z(^f) = o^* mais il est remarquable que cette 
équation de condition est commune au cas où le plan des forces a un 
point fixe, et à celui où il n'en a pas, elle exprime, complètement, les^ 
conditions de l'équilibre dans l'un et l'autre cas. Un point fixe sur un 
plan qui renferme des couples en équilibre autour de ce point, n'éprouve 
donc aucune pression, et peut être supprimé sans que l'équilibre cesse 
d'avoir lieu. Cette propriété tient à ce que, par la nature des couples, 
on a toujours la résultante générale /î=o, et on a vu, art. 147 et 2,3o,- 
que la pression d'un poirît fixe , situé dans un plan , et autour duquel 
des forces, situées dans le même plan , se trouvent en équilibre, est, 
dans tous les cas, égale à /?* 

On peut présenter la démonstration de ce tl>éorême , sous cette 
autre forme bien facile à saisir. Substituons, aux couples en équilibre, 
d'autres couples de même valeur et de même signe, dans chacune des^ 
quelles la distance e entre les deux forces de la couple soit la même,, et 
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plaçons les de manière que toutes les forces qui les composent soient 
dirigées sui* deux droites parallèle^ , tracéee à la distance ^ Tune de 
l'autre; (ces diverses dispositions pouvant, d'aprèa les deux articles 
précédents, se faire sans que l'effet des couplés soit chatigé) l'équation 
i;(^è)=o, qui efet devenue € S (*)=b=o, nous apfpreitd que lasotnme 
des forces x est nulle sur chacune des deux parallèles, et que par consé- 
quent les couples en équilibre se. téduisent ultérieufem^nt à quatre forces 
égales, deux desquelles agissent dans des sens directeiînertt opp^osés aux 
sens d'action des deux autres; un équilibre de cet espèce, résulte donc 
de la destruction complète des forces , et ne suppose jannais que leut*s 
efTorks doivent se reporter sur aucun point fixe. 

247. Je finirai ce que J'ai à dire sur lés coujples agissant dansiin même 
plan , en faisant observer que la combinaison de plusieurs couples avec 
d'autres forces, susceptibles d'êtres comjiosées en une seule, peuttou- 
joUra donner, ultérieurement, une résultante unique; en effet, on a 
d'après les deux articles précédents , la liberté de mettre toutes les direc- 
tions des forces des couples à angle droit sur la direction de la résultante 
des autres forces ; dans cet état , la résultante dont je viens de parler 
pourra se composer avécune des forces parallèles, la force donnée par 
cette composition, se composerai son tour avec une des autres force» 
parallèles et ainsi de suite, jusqu'à la dernière parallèle , et , il est évident^ 
toutes les. forces étant supposées avoir des valeurs finies, que chaque 
composition successive aura lieu entre deux forces dont les directions- 
se rencontreront. 

Equilibre et compôsîtiou des forces parallèles qui agissent dans des plans dif- 
férents ; du centre des forces parallèles dans ce cas. 

2.48. L'analyse des questions relatives à l'équilibre et à la composition- 
des forces, qui agissent daits des pkfts différents, va être traitée par la 
même méthode qUe j'ai déjà employée lorsqu'il s'agissait des forces con- 
colorantes en un point commun ou dirigées dans utt même plan. Je suppo- 
serai, d'abord, que trois forces agissent sur autanfde points d'un système 
libre de for*me invariable, et je chercherai les cdnditiotts de leur équi- 
libre, Sans pt*ononcer outre chose, sur les directions de ces forces, sine» 
qu'dles sont parallèles. 

2^49. U résulte <le ce qui à ^té démoftthf , art. aï 5 et aid, que trois^- 
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forces parallèles, en équilibre doivent nécessairement être dirigées dans 
un même plan (celui qui comprend leurs points d'applications), il faut 
donc , puisque cette condition n*est plus comprise dans l'énoncé de la 
question , qu'elle soit exprimée par l'analyse. Rapportant les; positions 
des différents points des directions des forces aux axes des a?^j^ et z^ 
les trois directions rencontreront, nécessairement, un des plans coor- 
donnés; soit le plan rencontré celui des xy. Je nomme V ^ P" ^ P'" j 
les trois forces ; a' ^ a"^ a"'j b' ^ b" ^ U" ^ les coordonnées* des points 
de rencontre de leurs directions et du plan œy ^ respectivement parai* 
lèles aux x et aux^^* l'équation qui exprimera que les points auxquels 
se rapportent les coordonnées sont en ligne droite, exprimera, en même 
temps, que les directions des forces (dont le parallélisme est présupposé 
par l'énoncé de la question) sont dans un même plan. Cette première 
condition est donc assurée par Féquation 

'^^rz:^'^ a^^-af ^^^ 

Il reste à exprimer que les forces sont en équilibre dans leur plan 
commun et , par conséquent , art. 225 , à poser les équations 
p/ ^pr^ j^pm ^p ^ (^B) 

P>^+PV'+^">'" = o, {C) 

p'y p'^ et -p^" étant les perpendiculaires menées sur Jeurs directions d'un 
point commun pris sur le plan des forces. La position de ce point étant 
arbitraire art. 226 , je la pretids, pour simplifier le^ calcul, sur la direc- 
tion de P' ^ ce choix , de pure commodité , ne nuisant, en ri^ , à la 
généralité des résultats , et la deuxième .équation , ci-dessus , devient 

P"p"^P"'p'" = o (0(*) 

(*) Ajoutons à Téquation {C) le produit ^ (P'+P'^ + P''') quî , d'après 
l'équation (JB), est zéro par lui même; cette équation (C/) deviendra y en 
faisant p'^ + ^' = ;T:'', pf" + ^ = :rr"' -^ pf ^^ -^-P" 7t" -^^P^' ift'" — o\ 
les longueurs jt' y n:" , Jt"' ayant une origine commune, quelconque, sur 
une perpendiculaire aux directions des forces. On voit aisément et immédia- 
tement, par ce calcul, comment [C') reproduit (C) et a le même degré de 
généralité que cette équation (C). 
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J'observe ensuite qu'il résulte de l'équation (^), et de là condition 
du parallélisme des forces, que/;^' est kp-'^ comme la distance entre les 
points dont les coordonnées gonf a'^ b' ^ a" ^ b" est à la distance entre 
les points dont les coordonnées sont a' ^ b'j a"^j b'". Mais , d'après la 
même équation {J) , ces deux dernières distances sont entr'elles dans le 
rapport de a" — «' à a'"'— a! ^ et dans le rapport de V'-r- b' à V — b' } on 
aura donc introduit dans l'équation (C') les conditions énoncées par [A\%\ 
en y substitue, successivement, à p" t},p'" ^ les lignes a!' — a' ^ a'^'-r-^a'j 
b'^ — b', b'^'—jb' qui leur sont prot^ortionnelles , et on obtiendra, ainsi , 
ks deux équations suivantes, qui représentent le système de (-^et (C) 
fit qui redonnent immédiatement {A) 9 par l'éliminatioft de P" et P"'t 

P''{b'f—b') + P'"(b'"—b') = o. . 

j'ajoute à la première de ces équations le produit a^ {P' +P" +P''') 
et à la deuxième le produit b' (P^+P^+P'''), produits qui, d'aprè» 
l'jéquation (B)^ sont, l'un et l'autre, zéros par eux-mêmes j et j'ai , fina- 
lement, pour remplacer {A) et (C)^ ou {A) et {C)j les deux équations 
suivantes, 

P'à'VP''a":\^P:"a'''=(^^^ 
P'b'+P"b'' + P'"b'" = o. 

a5o. Ainsi, pour énoncer, complètement, que trois forces parallèle^ 
sont dans le même, plan et qu'elles sqnt en équijibre , il feut po3er les 
éq^^tiotns :suiy^tes ,' 

P^z' + P''vz''+P^''^'/'=o; 
Pb'+P"b"+P'"b"'=o. 

^5i. On déduit imitiédiatement, de. ces équations, les formules pouF 
la composition de deUx forces p^aràllèlès Pf et P^^ appliquées à deux 
points cjuelconques de l'espace. R étaht la résultante de ces forces, (qui , 
art.2i5, ai 5 et 218, doit avpir sa direction dans un même plan avec celles 
de P[ et P^'^ et leur être parallèle), a et ff les coordonnée^ des points 
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de rencontre de sa direction et du plan de xy ^ les quantités Ry Ra 
et Rb doivent être telles qu'en changeant leurs signes elles fassent ; 
respectivement, avec P'+P'^ j, P' a' j^P" a" , P^ù'±P[' b" ^ des 
sommes nulles^ il faut donc qu'on ait 

R =P' +P'' 

Raz=^P' €i'^P" a" 

Rb=P'b'+P" b" 

aSi. Si on avait à composer trois forces parallèles P'^ P"^ P'" i 

dont les directions pourraient être, ou n'être pas dans un même plan, 

les lettres a yb ^ accentuées différemment, représentant toujours les 

mêmes quantités que dans les deux articles précédents, on commencerait 

par composer P' et P" y d'après les formules que je viens de donner, 

et composant ensuite, avec P"' y la résultante de ces forces que je 

désigne par Ry on aurait 

R =P' +P'' +P'" 

Ra=P' a'^P" a'^^P'" a!" 

Rb=P' b'^P" 3"+ P'" b'" 

a53. Cette méthode de compositions binaires successives appliquée à 
un nombre quelconque de forces P'^ P^'etc. , dont les lignes de direc- 
tions sont supposées être dans différents plans , fait voir, d'abord, que 
la résultante générale est parallèle aux composantes, et donne, pour 
calculer la valeur de cette résultante et déterminer le point où sa direc- 
tion rencontre le plan xy y les équations 

R =S{P) 

Ra=I{Pa) 

Rb=:S(Pp) 

aet b sous le signe S , représentant les ordonnées particulières ^', a^' etc. 
b'y b'' etc. 

264. Dans l'hypothèse de l'équilibre entre les forces P' y P" etc. oa 
a les équations 

2;(p)=o^-2:p/i)=o^-2;(pa)=o 

qui énoncent que l'une quelconque P y d'entre ces forces, devient la 
résultante de toutes les autres, si on change, sur sa ligne de direction, 
le sens de son action, et, par conséquent, les signes des termes. P« et 



Digitized by 



Google 



104 Statique élémentaire. 

P b qui appartiennent à cette force ; ou qui > en d'autres termes , énon-> 

cent que ces forces peuvent ae v^'duire i deux forces égales et directement 

ppposées. 

^55. Les équations des deux articles précédeiïts ne renferment que 
^ les valeurs des forces et les coordonnées des points où leurs directions 
rencontrent le plan x y } ces équations sont donc indépendantes des 
angles formés par la direction commune des farces et par les axes coor- 
donnés , et applicables à des valeurs quelconques de ces angles, ou à 
une direction commune, ai'bitraire, des forces dans l'espace. On pourra 
en déduire aisément d'autres équations dans lesquelles se trouveront les 
angles formés par les forces et par les axes coordonnés , et les coordon- 
nées des points d'applications des forces pris sur leurs directions hors 
du plan xy, 
pj II ^^^^ YAX le plan xy j C le point de ce plan, où il est rencontré 
par la direction de la force P et qui a pour coordonnées A Bz=.a et 
Bc:=zb j soient de plus, M et CMV les projections orthogonales res- 
pectives, sur le plan xj^ du point d'application de P et de la direction 
de cette force ; nous aurons les deux coordonnées AP^=.x et PM:=j'. 
Supposons que le triangle rectangle formé par CM^ par la portion de 
la ligne de direction de P comprise entre C et le point d'application 
de cette force, et par la troisième coordonnée z^ dont le pied est en 
M y soit couché 6u,r le plan xy, après avoir tourné, d'un quart de circon- 
firence autour de GH^ et que ce triangle soit CMNj on auraMiV=5^ 
et on fera , en conservant la notation adoptée jusqu'à présent , angle 
CNM-^yy angle formé par CN et par la parallèle BCq Siuxj-jzzzffj 
angle formé par CN ci par la parallèle CQ à l'axe des.T, = a^ (les angles 
a et ^ se rapportant à la position que prend CN ^ lorsque le plan à\\ 
triangle rectangle CNM est perpendiculaire au plan xj). 
Cette construction donne 



CNz 



cos, y 



r>r\ r^TKT Z COS. a n m\i ^ 2 COS. ff 

COS. y ' • COS. y 

d*où, en observant que CQz=.x — atX, que Cq=y—by 

z COS. a , z COS. S 

a^^x^' j b — Y . 

cos, y ^ COS. y 



J'ai 
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J*ai voulu donner une démonstration directe et immédiate de ces foi;- 
mules, vu l'importance de l'usage que je vais es faire « «lais j'aurais pu 
les déduire bien simplement des équations de l'art. 27 , en observant 
que , pour appliquer ces équations au cas dont il s'agit ici , il faut y 
introduire la condkionque le plan des a/ y se copfood avec le plandes 
"^'Jf j ^^ q^î donne cxso. Faisant donc c s=o^ dans 1« deux dernières 
équations de l'art, cité, on a, pour a(^l b, les valeurs trouvées ci-dessus» 
s.b6. Ces valeurs applicablies ^^hsl a et b accentués diiKremoAent » 
ét^flt substituées dans les équations de l'iu-L aâ3 » on a 

y C08. y cos» à 

^~ COS. â "^ S{P) 

cp COS. y co^' * 

COS. a ^ S{P) 

t?t en égalant ces deux valeurs de z 

COS. ^ ^ ^ ccfs-cr ^ ^ 



COS. a 



"^Tn 



équations qui donnent la valeur de la résultante et sa direction absolue. 
Il faut se rappeller que a j S et y sont des angles communs aux direct 
tions de toutes forces^, que les coordonnées (x> ^y y Zj sous le signe Sj 
représentent les valeurs particulières des ^OjK^^O^' ^' y y^ 9 5'' etc. 
des points d'applications des forces P' ^ P" etc. et enfin que l'une quel- 
conque des trois équations de la direction de la résultante est une 
conséquence des deux autres. 

aSy. Les mêmes valeurs des quantités a et A de différents accents^ 
Substituées dans les équations d'équilibre de î*art. 3^54 > les changent eil 



COS. o 

S(Pz)^S2LJLsiPx)^o 



COS. a 



»4 
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et on peut, k Tune quelconque de ces deux dernières, substituer la sul* 

vante qui en est une conséquence 

^ ^ ' COS. a ^ ^ 

258. La position absolue, dans l'espace, de la ligne de direction de 
la résultante dépend; en général , des angles conimuns que font les forces 
avec les trois axes coordonnés des points d'applications, etdes intensités 
de ces forces; on peut, en maintenant les points d'applications et les 
intensités, faire varier l'inclinaison générale, tant des composantes que 
de la résultante, mais celle-ci conservera un point commun à toutes les 
directions qu'elle pourra prendre ; ce point est le centre des forces 
parallèles que j'ai déjà déterminé art. 224 et a36 pour les forces paral- 
lèles qui agissent dans le même plan. 

Comme j'en suie à la détermination de ce centre dans le cas le plus 
général de l'action des forces parallèles, il est bon de ne pas présupposer 
«on existence, et de résoudre le problème de manière que l'analyse seule 
fournisse, en même temps, et la preuve de cette existence et les valeurs 
des coordonnée^ du point cherché , pour cela , j'introduis , dans le§ 
jéquations de l'art. ^56, la condition que la position du point, qui a 
a?^j^ et z pour coordonnées, est indépendante de a ^ if et y y d'après 
cette condition, je dois égaler, séparément, à zéro, dans chacune de 
ces équations , les sommes des termes multipliés par des fonctions de 
ces angles, je déduis, en conséquence, des deux premières les équations 
de condition, 
COS. y COS. y S (Pjy) _ , cos. y cos. y S {Pào) _ 

dont les angles a^ ^et v s'éliminent d'eux mêmes ; et j'obtiens les va- 

S(Py) ^(Px) ' 

leurs, dégagées de ces angles ,j^;= v / jj\ -^ ^~'^STP)^ ^^ ^"* 

^•quation fournirait la mêmje valeur de ce qui, substituée dans Ici a«« , 

donne 5=.— L-JLL, ainsi voila la preuve de l'existence et la position 

d'un point dont l'immobilité, dans le système, reste assujettie aux seules 
conditions du parallélisme des forces et de l'invariabilité de S {P^) 9 
•S (Pf )-! $ {P^)j 2 {P)j ce point, est la commune intersection (Je 
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toutes les lignes suivant lesquelles la résultante peut être dirrgéey lonsquer 
les composantes et leurs points d'application ne changent pas. 
, aôp. Le système de points matériels auquel les forces sont appliquées,, 
peut, cependant, prendre, lui même, différentes positions dans l'espace;, 
mais si les mêmes points, sont constamment, sollicités par les mêmes 
forces, (la condition du parallélisme subsistant toujours) \e centre des 
Jbrces parallèles y conservera sa position dans le système auquel on 
peut supposer que les axes des coordonnés sont lies, ces axes ne devant, 
dans les questions dont je m'occupe ici, se rapporter à aucun point pris 
hors du système, 

itôo. Une conséquence évidente de ce qui précède est que , dans l'hy- 
pothèse de l'immobilité absolue du centre des forces parallèles ^Qt de 
l'invariabilité des intensités des forces appliquées aux différents points 
du système, l'équilibre autour du point fixe sera maintenu, quelque 
soient la direction générale qu'on dojine aux forces, et la position que 
prend le système autour de ce point, qui sera, dans tous les cas rencontrer 
par la ligne de direction de la résultante^ 

Quelques notions sur la figure et lai grandeur de la ferre, sur la pesanteur et ses^ 
variations , pour servir de préparation à la théori-e des centres de gravités 

it6i. On a VU , art. 16 et suivants , comment fa mesure d^une force 
quelconque se ramenait à la pondération ^ c'est-à-dire à Tévaluation 
du rapport qui existe entre cette force et Impression qu'un corps pesant 
est capable d'exercer. La pesanteur est ainsi le terme de comparaison 
de toutes les autres forces ; les élèves savent que cette puissance de la 
riatiire, qui tend continuellement à ramener, vers la surface de la terre , 
les corps élevés au-dessus de cette surface , est la même puissance en 
vertu de laquelle les corps célestes agissent les uns sur les autres, actions" 
et réactions réciproques , qui ont généralement lieu entre deax ou pliH 
sieurs corps situés arbitrairement dans l'espace* 
- Je parlerai^ dans la" seconde partie du eoursv des lois auxqqel Tes l'ac- 
tion de la pesanteur est soumise, des phénomènes de mouvement qui 
en résultent, et je me bornerai, dans ce moment, à rapporter quelques 
résultats d'observations et de calcul nécessaires pour l'intelligence, et 
l'application de la théorie des centres de graviU\ 
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• a6^ Ia Urttùon de la pesanteur à un pomt dorme de fa durfkee de* 
la terre, oh on peut supposer qu'il existe une nappe d'eau stagnante, ôa 
itfie qier, est toujours perpendiculaire au plan tangent à cette nappe 
d>au, mené par le point donné ; ce plan est celui de Vharis^on^h tigne 
de direction de fa pesanteur est la i^errrcahj le tout rapporté au même, 
point; et !a surface des eaux de la mer est celle d^un sphéroïde ellip- 
t4que dé révohifion , engendré par le mouvement d'un demi-méridien 
auteur du petit axe de ce méridien qui passe par les pôles, le grand axe 
étant le diamètre de Féquateur. 

^63. Voici des formules qui donnent, avec toute l'exactitude néces- 
saire, les rapports entre les valeurs angulaires et les longueurs métriques 
des plus courtes distances , mesurées sur la surface du sphéroïde ter- 
restre, entre deux points de cette surface, lorsque les distances n'excc- 
dent pas aooooo mètres. 

Si on fait passer un plan par une verticale ayant son pied à la surface 
de la mer, et qu'on prenne, sur la section de cette surface par le plan , 
un arc dont la valeur angulaire soit d'un grade (7— du quart de cercle)* 
divisé en deux parties égales par le point de rencontre de la verticale 
et de la surface de la mer, la longueur de cet arc en mètres, sera 

{J) . . . I0000O«*«*'^ + {l— 2C0S. !L^-\-{l+C.^4^)c.^ X |l5o™^*"** 

à étant la latitude du milieu de l'arc et ^ le complément de l'angle 
formé par le plan coupant et par le méridien, et on aura, pour calcu- 
ler la longueur du rayon de cet arc, l'expression 

{B) . . .. . a \i '[2 COS. 2 ^~(i + COS. a ^) COS. !Z;ç] } (*) 

a étant le rayon de Téquateur dont le logarithme vulgaire =6, 8o453o5o^ 
et a Vearcenlrkiiéj ou le rapport entre Texcès du demi grand axe sur le 
demi petit axe du méridien elliptique , et le demi grand axe, rapport 
qui est celui de i : 334- 

1^64. Lorsque le plan coupant, qui renferme une normale à la surface,. 

du sphéroïde terrestre , se confond avec le plan du méridien , les nar- 

, maies à la section sont, en meirne temps^, normales à la surface du sphé^ 

(*) Les formules {A) et (B) sont lîrécs d^un mémoire sut quelques problèmes 
de trigonométrie spliéroidique , que j'ai publié daos le yelume de la connais-' 
lancç des temps de i8o8i. 
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^oUt^ ee qm ii^ pas lieu pour les sections oblr<)ues; niaïs W normales 
de ces di^rm^res secHons qui n« sont qu'à un demi -grade, ou un grsd^ 
àe distance angulaire de la jiormale à. la. surface, par laquelle pas^ le 
pk^B eoupADt > peuvent être , elles mèmeâ, regardées » ^aos erreurs senat>- 
fcles , comitie des normales k lar surface ; on voit donc que deux points 
dotit la jf^u^ «Sofirte distance, mesurée sur le sphéroïde terrestre, ne ré*- 
pood Cjfa'k une valeuT angulaire d'un grakle, sànt éloignés, Tun de Fau'tre 
^ looooo mètres, plus ou nioîniB xxnt petite qifôntité, q<m dépendre 
la latitude et de l'angle quefatt cette plus courte distance avec le jnéri** 
dien passant par son point milieu ; il suit de là qne lés directions de là 
pesanteur, dans un espace de loo on 20a mettes d'éteûduie, approchent 
tellement du parallélisme, que dans les cas d'applioârions, ordinaires, 
de la statique, on n'ai aucun besoin d^avoir égard à leurs inclinaisons^ 
mutuelles. Les plus grand corps doint il soit indispensable » dam la pra«^ 
tique des constructions ,r de connohre très-exattement le centre de gta* 
vite, sont led vaisseaux ; or un vaisseau, de 1 18 canons, n'a que 63 mètres 
de longueur totale ; l'angle foi'mé par la verticale du point milieu de cette 
longueur, et par chacune des verticales extrêmes, est, à très- peu -près r 
de o8^*^*,ooo3, environ i" d'ancienne mesure angulaire, et le produits 
d'une force , par le cosinus d'un pareil angle , donne une composante 
qui ne diflere de la force décomposée que de o,oooôoodoo6i de cette 
force; ce serait environ un déci*gramme sur i a millions de kilogrammes 
qui se réduit à un demi-déci- gramme pour le poid d'un vaisseau de 118 
canons , qui est d'environ cinq millions de kilogrammes , lorsque son 
armement et son chargement sont complets,. 
. ^65. On peut ainsi considérer les forces dues à la pesanteur ïmprîmtc 
aux* points matériels d*iin corps gravé, comme des forces parallèles; il 
reste à parler des intensités de ces forces, dans les corps ou molécules 
de corps de masses ou de densités diverses, et dans les différents lieux. 

On a reconnu, relativement aux masses et aux densités, que, géné- 
ralement , les forces dues k la pesafrteirr étaient proportionrieltes au3^ 
masses des corps qu'elles ammarent *, ' d'où il suit que , dans les corps 
homogènes, elles sont, sous, un volume Constant , proportionnelles aux! 
densités. ^ 

On sait, de plus, que si la terre était homogène, sphérique, sans 
mouvement de ro'tation diurne, et que les J)arties de sa masse ne fussent 
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9oumide6 qu'à leurs actions réciproques , la pesanteur serait constante 
à tous les points d'une enveloppe sphérique, concentrique à la surface 
de la terre, et ne varierait que dans le sens vertical. L'observation et le 
calcul ont prouvé ^ que les phénomènes n'étaient pas conformes au pre- 
mier de ces deux résultats et que la pesanteur variait, non-seulement d'un 
point à l'autre d'une verticale , mais encore d'un point à l'autre d'un 
même méridien; les formules suivantes comprennent les deux variations» 
et donnent l'intensité de la pesanteur à un point quelconque de l'espace , 
pris à une distance au-dessus du niveau de la mer, qui peut aller jusqu'à 
S ou lo mille mètres. 

Je prends l'intensité de la pesenteur, sous l'équateur , pour unité ou 
terme de comparaison , je désigne par ^ la latitude du lieu ou le corps 
pesant se trouve placé, par z son élévation au-dessus du niveau de la 
mer, et par r le rayon moyen de la terre ; ce rayon dont la longueur 
est de 6366 198 (log.=;6,8o388oia) est le rayon de courbure du mé- 
ridien, à la latitude moyenne, ou à 5o grades de l'équateur et du pôle; le 
grade décrit de ce rayon a , de longueur, 100 000 mètres ou la ioo« 
partie d'un quart du méridien , ainsi la circonférence décrite de ce 
rayon est égale à la longueur d'un méridien. 

Ces valeurs posées, le rapport entre la pesanteur, à un point de l'es- 
pace qui n'est pas à plus de .10000 mètres au-dessus dû niveau de la mer 
et la pesanteur, au niveau de la mer, sous l'équateur, se calcule par la 
formule 



(i ^ ) (ï "7^ o,oo5o57 sin.* (p) 



266. On a sln.^ ^=t (i — cos. 2 <p) valeur qui, substituée dans la pré-r 
cédente, la change en 

(i — ^ ) (1,002779— 0,002779' COS. 2 4>y 

la pesanteur, sous l'équateur,. étant toujours prise pour unité. 
. 267.. En prenant , pour unité., la pesanteur sous le parallèle moycB',, 
celui dont la latitude est d'un demi angle droite ou de ôo grades, la for^ 
mule devient 

(i — ♦ ) (i — 0,00277 1 COS. i ^ ) 
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i68. On voit, parles formules précédentes, qui seront, utiles dans la 
suite du cours, et sur lesquelles j'entrerai dans quelques détails lorsque 
)'aurai k en faire des applications, que la pesanteur augmente de l'équa* 
teur au pôle et que ses accroissements sont proportionnels aux quarrés 
ties sinus de latitude ; sa valeur sous Téquateur étant ....... loooo 

, 1 à la latitude moyenne •...,.... 10028 

ses valeurs sont < , "^ ^ _ 

i et au pôle lOooo 

ainsi le même corps pesant qui , sous l'équateur , ferait équilibre k une 
force indépendante de la pesanteur , qui mettrait, par exemple, un res- 
sort dans un certain état de compression, transporté à la latitude moyenne, 
et au pôle, deviendrait capable de contre -balancer cette force augmen- 
tée, respectivement, de un et de deux 36o" de sa valeur primitive. 

D'une autre part si on veut .avoir la diminution de pesanteur d.epui^ 
le niveau de la mer jusqu*à une hauteur égale a celle du chimborazo, et 
qui est de 6644 mètres, d'après les mesures de M', de Humbold, on 

Irouve en calculant le terme — ^ que la diminution cherchée est de 

r . 
o,Q02'ou un.5oo«, . ^ * ' ^ . . , 

269.- Ces résultats d*observation et de calcul prouvent que, si on veut 
considérer l'unité de poids, dont j'ai parlé art. 18 , comme le terme gér 
néral de comparaison des forces de toute espèce, on doit, à la rigueur, 
4a rapporter, constamment, à une certaine latitude et à une certaine 
hauteur au-dessus du niveau de la mer; mais cette rigueur n'est pas 
Jiecessaire, dans les applications usuelles, vu Itf pietites^ dçs anomalies 
qui.ré3Ji^tent des variations de la pesanteur ; elle est mépe inutile lorsr 
que les poidb ne sont employés qiu'à comparer des masses, car, jMir 
exemple, une masse de platine, d'un kilogrammes étalonnée à Paris^ 
i«ra équilibre, dans tous les lieux , à la même masse de mercure, à la 
.même masse de cuivre etc. les changements d'intensité, de la pesanteur 
affectant également ces différents corps ^ lorsqu'on les transportée tous 
^enseoible. d'un lieu daijs l'autrç. , . ^ . 

270. Nous pouvons donc, dans les opérations qui reviennent Je plus 
'fréquemment, en considérant le^ forces dues à la pesanteur comme 
parallèles sur un espace très -petit par rapport à la grandeur de la terre , 
juégUger. l^urs variations en latitude et-eia hauteur; j'ajouterai que les 
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circonstances, oii oti «Gtt pUigé^ dmo^ It» calcules géodc$îqueS| <!*avK)ir 
égard k la figuce elliptique de la terre ^ sont rares , et que , le plus 
souvent, on peut faire ces calculs, en regardant la teriie comn^ vxit 
sphère de 6366198 mètres de rayon. 

Malgré ces simplifications , )'ai cm devKiir présenter aux élèves des 
données exactes sur la figure de la terre et les variations de la pesan* 
teur; il est toujours important d'avoir, sur des objets de cette nature, 
des notions plus complcttes que celles dont on aurait, strictement, 
besoin pour les applications usuelles, et si la pratique peut, dans queî- 
ques occasions, sùpprimier une partie des éléments de la théorie, il n'en 
faut pas moins savoir pourquoi ces suppressions sont permises, et être 
en état d'assigner les limites des erreurs qu'elles font commettre, 

Définition du centre de gravité d*un corps, du centre de masse ou A* inertie ^ du 
centre àefi^re^ Formules générales pour la détermination de ces centres, 

ayi. Un corps soumis à l'açtîpn de la pesanteur, et qui n'est sollicité 
par aucune autre force, se trouve dans l'état des systèmes dont il a été 
parlé art. a53 et suivants , en observant que , dans le cas dont il s'agit 
ici , le nombre des points matériels , sur lesquels les forcer parallèles 
agissent, est infini, et que de plus, ces points forment une ou plusieum 
niasses continues. 

Le centre des Jorces parallèles prend , lorsque ces forccssont celles 
de la pesanteur, le nom de centre de gravité} les mêmes formules 
servent k la détermination' de l'un et l'autre centre; mais le système pc*^ 
sant étant, ou tin fcorpé continu^ ou un assemblage de tx>\)^ continus^y 
îe signe J^ indique, dans ce cas, ou une intégrale définie, prisé dans 
4'étendue d'un corj)î5 ♦ ou la somme de plusieurs intégral^^s définies, 
prises da«$ les étendues respectives de plusieurs corps formant le sys- 
tème dont oh veut avoir le centre de gravité; chaque élément de masses, 
•quand on calcule pour trois dimensions, répond k quatre quantité 
élémentaires ou différentielles , qui représentent les quantités J^^ Par»^ 
Vj, Pz des formulas de l'art.2Ô8. 

^7^. D'après l'identité du centre des forces parallèles et du centre dfe 
gravité, si on rend fîxeïe centre de gravi lé d'un corps, ou système de corpé, 
de forme invariable, les actions de la besanteur seront art* a6o, cons- 
tamment 
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ta.mment en équilibre, autour du centre fixe, quelque positipij qu'on 
donne d'ailleurs, au corps ou au système de corps. Cette propriété a été. 
souvent employée pour définir le centre de gravité. 

ayS. Les coorcjonnées. x^ y^ z qui art. a58 dopnen^t la position du 
centre des forces parallèles , et que je désignerai , respectivempnt, par, 
ayhy Cy deviendront, d'après les art. précédents , les coordonnées du 
centre de gravité, si, en adoptant, d'ailleurs, la notation de Part, cité, 
on désigne par P' ^ P" etc. les forces dont les molécules du corps sont 
animées en vertu de la pesanteur ; mais ces forces , art. 5^65 , sont pro - 
portionnelles aux masses ^e& molécules , on peut donc, da^çs les valeurs, 
de a^b^ Cy substituer les masses aux forces ; flcsignant par ni\^ m<|isse 
d'une des molécules, et par A/^ la somme de toutes les masses, du corps » 
ou du système de corps , les formules de l'art. ia58 deviennent 

£(mx) ., S (my) Z (mz) 

M "" M ^ M 

274. Les forces qui sollicitent le système n'entrent plus dans ces équa- 
tions ; l'a position du point , qui a ^ ^ A et e pour coordonnées , devient 
entièrement indépetidante de toute force qu'on pourrait supposer ap- 
pliquée, au système, et se détermine uniquement, par les rapports de 
positions et de masses entre les molécules qui le composent ; ce point 
est donc alors, plutôt un centre armasses qu'un centre àe forces j 
;iussi Euler, en traitant des phénomènes du mouvement, dans. l'analyse 
desquels il fai^t continuellepfient faire entrer les masses en considération, 
l'ai-t-il appelé centre A* inertie j parqeque l'/Tzer/ie des corps est propprT 
tionnelle à leur masse; Les motifs de ces dénominations seront mieux 
sentis par les élèves, quand ils auront suivi la seconde partie. du cours. . 

275. Les forces dues à la pesanteur, qui sont propor^ipnj^elles aux 
masses des molécules , dans les corps hétérogènes, deviennent propor- 
tionnelles à legrs volumes dans les corps homogènes. On peut donc , quand 
il s'agit de ces derniers corps , substituer, dans les équations des art. a58 
.et 278, les volumes, soit aux forces, soit aux masses; désignant par a^ 
«n des solides ou volumes élémentaires de l'espace total qu'occupe un 
corps homogène, et par 12 cet espace total, les formules des art. citéç 
deviennent . : , , » 
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276. Le point dont les coordonnées se calculent par ces dén!rièi-es équa- 
tions, a lé nom particulier de centre de figure } c'est un point pure- 
ment géométrique y sa position, entièrement indépendante de toute con- 
sidération de forces et de masses, se déterminant uniquemenfl par la fi- 
gure et l'étendue du corps. 

Propositions ,générale8 , sur les centres de. gravité ^ déduites de la théorie 

précédente. 

^77. La position du centre de gravité et celles des molécules d'un 
corps bu d'un système de corps , sont rapportées aux trois axes des x , 
^ tx.% } les lettres a^ b^ c désignent les coordonnées de ce centré, ^es- . 
pectivem'ent parallèles aux x^j, zjrh représente un él^ent de masse, 
M la masse totale du système, et on a, art. ^78, les équations 
S(mx) ^ ._ 2^{mj ) ^ 2:{mz) 

M -^ ~ M ^ ~ M ^ 
dans lesquelles les lettres m ^.x ^y^ti ^ sous le signe ^ ^ désignent les 
molécules m' ^ m" etc. en nombre fini ou infini,, et leurs coordonnées res- 
pectives x' y x" y eXc.y jfj" y etc. z' y z^' etc. Plaçons l'origine des a?^ j* 
#t Zy au centre de gravité, nous aurons ^^g^Z^csO^cœo^ d'où 
S(mx)tszo j S{my)s=zo j 2(mz)=zo j 

s.y8.^Cé^ équations ayant lieu par rapport à trois plans coordonhés, 
^ui ont MM intersection commune au centre de gravité, linfe équation 
Jde même formé à lieu par rapport à un plati, de position quelconque, 
qui passerait par le hnéme centre. Pour le démontrer, par des considé- 
rations purement géométriques, je désigne par ^ la longueur de la per«* 
pendiciiLaire abbaissée de la molécule m sur ce dernier plan, et )*ai, paf 
lefe théorèmes connus de la géométrie analytique, 

'u1 y B et C étant des quantités constantes dans l'étendue du corps ou du 

système de corps ; donc 

, . . .. S(m^):^JS{mx),+ B2:(mj) + C2:{mz) 

étcommeana, parhypothèsé, ^(iw(r)=::o, 2^(otj^)=:o., 2^(iW^)=::o> 
on a aussi, par conséquent, Z(m^)=o. C.Q.F.D. J 

279. L'interse du théorènie précédent est vraie ; si on a par rapport 
iSLU plan xjTy qui représente un plan quelconque^ -S (w 2) = 0, ce plan 
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contiendra néces^s^irçment 1q centre de gr^yité. En effet, pour cakulcr 
la distance de ce cenlreà un pl^p^çallèle au plan ;r jr, et plaqé à uae, 
distance il} de ce plw » on aurait > en 4és[igiu«}t la* distance cherchée par c^ 
S \ mjz^fc) \ S{fnz ) +kM _j . S (mz) 
""- 'M "" M '^ M~ 

d*oii on tire c=k^ puisque Z{mz)=Of parTétat de la question. 

i8o. h^s <fquat?ons ^M^^Xfux)^, àMz=s:S(mj()^ cM=iS{mz)y 
qui onl lieu pouf^s Of^ordp^î^ées rectangulairçs, auraient également 
Heu si les wçs de ces coprdpBoées faisçiient entr'eux des angles queU 
conques, car si on mène, du centre de gravité, et de chaque, molécule: 
7f^^ des lignes parallèles qui se terminent au plan jrf ^ par exemple, ce» 
lignes auront eptr'elles les mêmes rapports que les lignes «.^ 72/^ a?"^ etc j 
on pourra donc substituer les premières aux dernières., d^ns l'équation 
aM=i S (mx)j 6u rendre à, et les a?, pàrallèïes à un axe qui ne serait 
pas perpendiculaire au plan jr ^ J I^ V^^me>. raisonnement s'applique auji^ 
équations 6M=zS(my), cM-s^^S, (ms) ; et coesnnae qett^: propriété es«| 
indépendante de toutes valeurs absojkes de Oi^ ^>^^^lte^ lieu pour les^ 
équations -S(y»JP^)ab,^.(i3»y)œO, -^(«r^)»^ 

&8«« Locsqu'^un plan partage uni corps, o«iii^ihs^st|)i«ei de corps, eo 
deux parties dont les masses sont égaW, etque chaque élïîment de ma^s^e^ 
de Pone des parties, a, dans Kautre, un élément de nïasse qui lui est égal 
et qui est placé de manière «que le plan coupant passe par le milieu de: 
la ligne qui joint les depx éléments, ce nvème pla» renfienne le centra" 
de grayicé du corps ou. du s}»tème de corps. 

Les deux parties du corps ou du système de corps, v séparées pat fe 
plan , peuvent , considérées quant à là %ure et a l'étendue ^ n'être ni 
égales ni semblables. ^ ^ 

Ce théorème est une conséquence évidente de celui de l'art. ^79% 

282. Sll existe dans lin système de corps homogènes, c'est-à-dire dont 
toutes les molécules sôieht de même densité, un points ou' tin axe,telsf 
que tout plan , passant par ce point , ou par cet- axe , piarfage le sys- 
tème en deux parties égales^ semblables et placées symétriquiçment par 
rapport au plan coupant, le centre de gravité du système sera, ou au point 
unique^ ou sur l'axe, conmiun, à lousles plans coupants, puiisque , d'après 
Farticle précédent, chacun de ces plans renferme le centre de gravité: 

;i83. Lorsqi4'on connait les positions particulières des centres de gra- 
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vite de différents corps, qui composent un système , on peut /dans la 
détermination du centré de gfavité du système, considérer chacun de 
ces corps comme uni point matériel occupent la place du centre de gravité 
de ce même corps, et ayant une masse égale à la sienne, ce qui a lieu, 
encore, pour un système de corps ou de points matériels, séparés les uns 
des autres. «... 

En effet, M% M"^> etc. étant les corps, ou systèmes dEe. points matériels, 
et fji l'élément dë^Jun d'eux, de M'^ par exemple, dont<^, 37 et ^ sont les 
Coordonées parallèles aux cvyjrçt'z-yce système fournira au numérateur 
de la valeur de ^, art. 278 et ^77 , le terme 2? (^^) , et au dénominateur 
de la même valeur, le terme M'; mais a^ étant la distance du centre de 
gravité de ikT au plan jy- z,on a a' M':=zS {f^^) J donc la valeur de a sera 

' a'M^^i/'M^' + çtc. , ,.' , ' Ay 'a j" 

= ,, ,,,, — -î = la distance, au plan yz. dun système de 

A/'-f-M^' + etc. . '^ 1*^ . . -^ .. 

points matériels dont les masses seraient Mj M"j etc. , et dont les dis- 
tances respectives, à ce planjy*^^ seraient a'^ a" etc. 

^84; Il suit, de li, que si les différents corpb d'un système, ou les élé- 
ments d'un corps ont leurs centres de gravité particuliers sur une ligné 
droite , ou sur un plan , le centre de gravité du système ou du corps 
sera sur cette ligne ou sur ce plan. 

$î85. È étant la distance entre les centres de gravité de deux corps» 
M' et M" et x la distance du centre de gravité de M' au centre de gra- 
vité commun des deux corps, qui, d'après ce qui vient d'être dit, doit 
se trouver sur la droite joignant: les deux centres particuliers^ on a) 
ôrt< 277 et a88 

d'où . i2? = -r77 T^ffT 

chacune des masses AP et M'^ est proportionnelle à la distance du centre* 
commun de gi;avité à l'autre masse; c'est ce que donne immédiatement; 
le théorème fondamental de la composition des fprces parallèles. 

sS6. La position du centre de gravité d'un système de corps, dont Içt 
masse . totale ==M^ étant donnée, si on retranche de ce système une 
masse M'^ et qu'on lui ajoute une masse itf"^ les positions des centres 
de gravité particuliers de ces deux masses étant aussi, connues, la distance- 
au planj^-5 du centre de gravité du système^ ainsi changé, sera art. ^77' 
et 2S3i 
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v! et a" sont les distances respectives des centres de gravité de M et M!^ 

au plan xj. Les valeurs de ^ et de c sont de même forme que celle de a. 

Lorsque M"z=:^M' ^ la distance primitive, ou la valeur qu'avait Tab^ 

cisse aj avant que le corps M eût éprouvé aucun changement , subit, 

par ce changement, une. variations -j-^ ;- . 

J'aurai occasion d'employer ce théorème quand je parlerai de Péquî- 
libre des corps flottants. 

287. Les équations d'équilibre des forces concourantes en un seul 
point, données art. 72 et 77 , peuvent être mises 90us la forme suivante 

S(fix)=ùj Z{flj)z=±OS S(fiz)^o 

en prenant le point commun sur lequel toutes les forces sont dirigée^ 
pour l'origine àes sd^ j'^.z^ substituant, à chaque force, une ligne, 
proportionnelle à cette force, prise sur sa direction, et considérant cette 
Ifgne comme le rayera vecteur du centre de gravité d'une masse ^, qui 
est la m^ème pour touts les rayoibs. vecteurs, ou k toutes lés extrémités 
des lignes représentant les forces et prises sur leurs directions. £n effet» 
P COS. ^, Pcos. ^, Pcos. y, qui sont les projections orthogonales de la 
ligne représentant une des forces P^ deviennent les coordonnées x^jr 
et z de l'extrémité de cette ligne ou du centre de gravité de la masse ^} 
on a donc, par les équations d'équilibre, 

2;(x)z=.ÔJ 2(j)=±OJ î;(z):=t6 

et multipliant fous les termes, qui entrent dans ces sommés, par la masse 
constante fij on retrouve les trois équations posées ci-dessus, desquelles, 
résultent ce théorème curieux, dûàLeibnitz: «si plusieurs forces, con- 
« courantes en un point, et en équilibre, sont représentées par des 
f< lignes prisés sur leurs directions, et, qu'aux extrémités* de* ces lignes, 
* soient placés les centres de gravités de masses égales entr'elles, le point 
« de concours des forces en équilibre sera le centre d^e gravité commun 
i< du système de ces masses. » 

Ce cas d'équilibre offre encore une autre propriété;, la somme des 
carrés des distances du point de concours des forces en équilibre, aux 
extrémités des lignes qui représentent ces forces( égale àla somme .des 
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carrés de ces lignes elles mêmes) e^ un minimum. Cette propriété va 
être démontrée dans l'article suivant. 

:268. Les positions des molécules 4'un corp» homogi&De H étant rap- 
portées à des coordonnées. 0?^^"^ z dont l'origine est à uti point queU 
conque de l'espace , cherchons la position particulière d'un point tel que 
la somme des carrés de ses distances à toutes lj?s molécules soit uot 
minimum. 

a j b ^ et c étant les coordonnées du poîiit cherché, respectivement 
parallèles aux x^j- eM j U somme des carrés des rayons vecteurs çera 

diflTérentiant, sous te signe, égalant séparément à zéro les différentielles 
des variables indépendantes, et multipliant chacun des termes des somr 
mes nulles , par la différentielle de ma^e mj, supposée constante dans 
l'étendue entière du corps, on parvient ^wj, équations 

le point cherché est le centre de gravité de la masse M j et, d'aprfr 
l'article précédent , si on applique , à tous les points qu'occupent les- 
molécules m^ des forces, dirigées sur le centre de gravité, (c'est-à-dire 
qui tendent à pousser leurs points d'applications vers ce centre) et qui 
soient proportionnelles aux distances entre ces points et ce même centre,, 
ces forces seront en équilibre. 

2^89. La méthode qu'on employé lé plus fféquemmoil, pour avoïr une' 
valeur moyenne, entre plusieurs valeurs différentes entr'elles et qui 
pèchent, les unes par excès et les autres par défaut, consiste à chercher 
Je quotient de la sonune des quantités anomales divisée par le nombre de^ 
ces quantités. Cette opération se réduit, au fond, à déterminer ladistancç 
d'un centre de gravité; soient z'j.z"j. -5^"^^ les n nombres entre lesquels- 

on cherche un nombre moyen; ce nombre = -^ ' ; 

considérons les z comme les distances, au plan xjf^ des centres de gra- 
vités de K masses égales chacune' à fij le nombre cherché aura encore,. 

pour valeur , — ^^ ^ j expression quj donne la dis- 
tance j, au plan ccj-j du centre de gravité du système des masses ^ ^ les 
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coordonnées de» centres de gravités de ces masses , parallèles au plan 
xy y demeurant. ai^bitraires. 

^90. Les équations aMznS (mx)^ tM=z2! {fnjr)^ cM=S (mz) 
donnent 

a'+f+c'^, f ^ t*».*) P +Ys\7^'>/ + ^^ ^""^ ^' • • ■ - (0 

c'est le carré de la distance du centre de gravité à l'origine des coor- 
données. J'observe maintenant qu'on a 

[2 (mx)y = S {m^x^)+2Z (mm^ xx^) .... (2) 

l'expression 2! (mm^ xx^) désignant la somme des produits de toutes 
les combinaisons , deux-à-deux , defe facteurs f^'x^j rrji'x" ^ etc» , dans 
lesquelles ces facteurs ne sont pas de même accent. 

On a, de plus, 

% Il {mm' xx'^:=,2 {^mm' x^^—'Zi\^mm' {x^x'Y^ . . . (3) 

l'expression X {mm' x^) désignant la somme des produits donnés par 
les combinaisons faites, deux-à-deux, des facteurs m'j m"^ etc. avec les 
facteurs m' x'^ , m" x"^^ etc. en excluant les couples de facteurs de 
mêmes accents; et l'expression 2[mm' {X'^x'y\ désignant la somme 
des produits qu'on obtient, en prenant , d'une part , tous les produits 
deux-à-deux des molécules m^ les carrés m^ exceptés, d'une autre part, 
toutes les secondes puissances des différences x — a/^ et multipliant 
chaque produit mm' par le carré (a?— a?')* dé la différence qui a le» 
mêmes accents. 

enfin .... S {m^x*)=2: (mx^) S (m) ^S{mm' x^) .... (4) 
introduisant ces valeurs dails l'équatiort (2) , on a, 

[S{mx)y:=^2{nix^yi;(fny^Z:[mm'Çx^'x'y] . .\ . . (5) 
' et on trouverait pareillement 

[S (mj)]^ =2(mjr^) 2: (m)lz[mm'{jr.^y)^] 

[Z{mz)y:=.2{mz^)2(m)-2[mm'{z-z')^] 

au mdyeft de -quoi le carré tf^+i*+^** de U distance du centre de 
gravité du systêilne à roriginè des coordonnées^së Calcule paiT l'équation 

on a ainsi le carré de la distance du centre de gravité, à un point de 
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l'iespace , en fonction des carrés des distances de chaque molécule au 
même point, et des carrés des distances des molécules entr'elles ; et 
trois équations pareilles, rapportées à trois points de l'espace qui ne sont 
pas en ligne droite , donnent la position absolue du centre de gravité 
d'un corps homogène de forme donnée , sans qu'on soit obligé de rap- 
porter les positions de ses molécules à des plans coordonnés. (*) 

Formules pour la détermînalion des centres de graVlté des lignes, des surface^ 

et des solides* 

^91. Si on considère chacun des éléments ds' d*un arc de courbe à 
double courbure, d'une longueur déterminée, comme ligne matérielle, 
infiniment petite, et qu'on suppose la masse de cet élément proportion- 
pelle à sa longueur, on aura les formules, pour Ta détermination du 
centre de gravité , ou de figure , de cet arc de courbe en substituant , 



(*) Voici quelques développements sur l'analyse ^ui donne Téquatipu (5) oi| 
la valeur ultérieure de [^(wa?)]*. 
On a d'abord 

2 ( mor* ) 2; ( m) = ( m'a/- +m'V + etc.) (m^+m'^+ etc. )= » 

m'*a/'+m'^*«/'*+etc. +in'm''ar"- +m'm"' a/"» + etc. 

+ m''mV* ^m'Wa/"* + etc/ 
etc. 
^insi X (ms!^) SC'nJ=?S Cm^^^J + S (mmfsp^J > p'est l'équation ( 4)r 
pu a ensuite 

m' m" a/* +mf ni" af^ + etc. 
+ wl'm'af'^ -f w»"w" V* -H etc. 

1 ^ a (m^mf^s/oB^^^ m'm" Va/'' + ctc.^ 
— 2 (m"m'":f/'af" + etc. J 
etc. 

ou, 2;[mm'(a?— a?')*]=^(i?»i»'a?*)— ^jSC'ww'arj/) ; c'est l'équation (3). 
Enfin 

Sm'af (mfa/^m"af' + etc.J -» m' V 
+ m'VY'»'fl?' + »»^'^' + «tcJ — w"V 
+ w'"a/" (m'a/ + w' V + etc J — m'" V* 
etc. etc, 

ou 2 2;fmm'aja/;=[2;fma?J]*— I^r^n^^V î c'est Péquation (2). L'équation (5) 
résulte de la combinaison des équations (2 ), (3) et (4}. 

dam 
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dans les équations de l'art. ayS , ds ou K <*»■*+ (t/r**+- 4^* i^. »ï>et* 
OMjYdx^ 4- rfy » + rf^* , à ilf ^- on employei:ac ^uJiçjLi dil sîjgpe iJj, k ^i^pe 
y qui ipdiqMer^^ une intégrale définie.; ,ces équations dqv^ieijidront, alors, 
^9 ^ lett c étant, comm0 à l'àr^. cité, les co0rdonnéf ft du, cent^ç dç gravité 
cbercjié respediVemeat parallèles aMx.^;^jK^< *•; :> ' f: ; m / loi: 

"" ^ .. ..* -■ .. .. •: : 



j^_ fjV^dx^j^dj^J^dz^ 



). K)|j 



in: 



la détermination du centre de gravité de f'arc dé courbé à double, cour- 
bure exige y, ainsi , le calcul de qugitre intégrales définies ^ dont les limites 
correspondent aux points extrêmes de cet arc. Ces intégrales peuvent 
toujours être ramenées, aux ^uai^ralures j puisçjué les ,deux éqifations 
de la courbe, donnent j^^ ^X^ ^^ ^^ ^^ fonctîops de x et; axj slu 
moyen de quoi les numérateurs des valeuris de a^ i eiCj et le rfeno- 
minateur commun Sj o\xfydx^-\'dy^-\-dz^2 ^^nt réduits à ne* ren- 
fermer que Xy dx et des* constantes, tlles qjuatre inté^alés'4*ta^<i'4bo»d 
trouvées, sous une forme indéfinie , on y donnera , Siuccessiyement^ à x 
J,es *y;Jçurs correspondantes aux extrémités de l'arc,, et les difl^rences 
entre les résultats des substitutions de ces valeurs limites,, donneront les 
intégrales définies cherchées, 

fL^%. Les formules pour trouver le centre.de gravité d'un arc de courbe 
plane dont les coordonnées sont xetjy^ se déduisent des précédentes 
en supprimant la différentielle dz dans, les deux premières, observant 
que s =f}/^dx^ + dy* et ne tenant àu^un compte de la troisième équa- 
tion. Ce centre de gravité doit, d'après l'art, ^84, se trouver dans le plaij 
6ur lequel la courbe est tracée. 

On a, ainsi, pour les cpurbes planes j ,^ . 



li ) 



la détern^natiod du C9ntre de gravité f^^ige le Sdkiil: dp:tcpis mtégraki 

i ^ 16 
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définies , qui ne donnent pas lieu à d'autres observations que celles consi- 
gnées dan» Tarticle précédent. » 

' iipS. Il petit se faii^ quel 'un des ax^s, celui des a>} par exenhple , divise 
Fa courbe eh deux pai^ties 'égales 'et ise'mblables , dans ce 'cas le centté de 
gravité commun de deux éïémerits de courbe correspondants à une m^me 
abcisse Xj sera sur l'axe des a?^ et art. US2., le centre de gravité de l'arc 
entier s'y trouvera aussi. On aura donc ^^^o et la distance a sera la 
seule à calculer. x . 

294. Pour trouver le centre de gravité d'un système de lignes droites 
et de lignes courbes , ces Tienrièrcs' étant assujetties k différentes lois , 
il faut, d'abord, avoir les centres de gravité particuliers de chacune de 
ces lignes, et on en déduit ensuite le centre de gravité commun, d'après 
ce qui est dit. art. ia83, 

^g5. Une surface coi^rbe etatit considérée comme une enveloppé maté- 
rielle,, homogène , et uniformément épaisse, on a le centre de gravité 
d'une ^Sartie déterminée de cette surface; en substituant, dans les équa- 
tions de, l'art. 273!, à M'jf mxj my et mi^ respectivement, y û7 dx dj , 
çj X dx djy^ œy dop dy ^ g) z dx dyj et faisant, comme à l'article 98, 

hiyM\'i^{'^Y^{-*^ sait queû?Vjîy^edt l'élément diffe» 

réntlo-difTérentiéf dé là surface côufbe, et doit, par conséquent, repréi 
sèntér l'élénjent de masse 'm joxi aura, ainsi, pour calculer la position 
Ôi; centré dé gravité cj'uqe isOrïace quelconque 

f& X dx dy 
f co dx dy 

j'i /.. •, ,;m ■ • r j \y^^^_ f(ùydxdy - • 

^ • . f(ù s dx dy 

'^ Jfù dx dy 
les intégrales définies seront prisés dans l'étendue éritît^re de la portion 
de surface dont on veut avoir le centre ^e gravité ; ces intégrales sont 
de l'esptce de celles qu'on appelle doubles ^ et qu'on prend par rapport 
à deux variables , successivétnènt <:ort8ïdif rées. comme constantes. C'est 
par le moyen de l'équation de la surface qu'on ramené chaque fonc^ 
lîôp pjJmt^grôrV- à «e ferfeïftier que ççs "çleux variâtes et leMTS diffé* 
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rentielles , et les limites des intégrales, sojçt, ep général > exprimées par 
des fqncUons de ces mèrnes yariaJDles. ; ; :. 

açô. On voit que M dé^ercxi^ation dfi çpt^^re* dç grçv^è d'iifl^ 9urf^Cf 
courbe exige , le plus souvent ,^s .calculs^ s^îpfl d^fîiçilçp , du moin^ loi^g^ 
fi pénible§j.ces calculs se siinpUfient beaucoup lo^qu*il sagit ^u.centrç 
de gravité d'une surface de révolution. Prenant Paxe de révolution poi^r 
axes des Xj et rapportant les ppsitiqns des différents points de la courl>e 
génératrice aux coordonnées a? et j^^ si on fait deux sections de la sur- 
face, par deux plans ;i p^pehdicûlajres à Paxç des x. dont l'un soit à 
la distance a? et l'autre à l^<lifil^B€e^-^^;B- de.I'.ô»gine^.^i^deux pland 
renfermeront, entr'eux, urie zone circulaire de la surface courbe , engen- 
drée par le mouvement de l'élément di delà courbe génératrice, pen- 
dant que'l*arc s^ ehgendrè la surfaccfînie dont cette zoné^est'Ia dîfB^ètl- 
tielle/ :^ étant la demi -ciriroftfti^iice qtii a l'imité jXHïr rayon^W surface 
de la zone élémentaîi^é'=i=2iryrfi';- son centré' idègrai^iïëfe^t,^krt.'i8^, 
entré les piangr coupants , sur^ Taxe ihs a^y oit dé rèvôlutibn^, 'Ct art /^8471fe 
centre de gravité de la surface est sûr leinéme axe, d'après la supposî- 
tiont faite qu'elle a , pour limites , deux pfens ]>erperidjciilairé^ aux x"; on 




et pette équation $uffiÉ,f)uîstjue lé centre de gravité est* iu^rràife des iz!j 
on réduira, au ipoyèn d'e l'équation de 'la cbuVbè géni^^r'atnce les! expres- 
sions .t^^^^/ et jr</i a Ta for^e'^^^ '''' ' '' 
' S97.*^UneVirè plâne^^ Li^R'^X es^é^conscrYté j^aVï^sl p^^^^ 
et K k' 'des courbes V^ et /^* /^/et par les^porKofis lCL^;^'K!tr des ^ig. tz 
droites BL et W L' parallèles a l'axe ^^KdesV^^du pèrperidiculàîres 
à Taxe J/^Z des x^tX il' s^git dp trouver là position dù-fcëntre.cîe gra- 
vite de cette aire. 

J'ai AP^x, et je î-^ii' PV'':=,^x ^RM^y y Pmz=iy jVnWe de 
l'élément de surface AfM' ni' mT:^(j^'^jr')dx j on peut le considérer 
comme un parallélogramnie rectangle., et,* art. 2S2, son centre de gra- 
vité est au point milieu n de Ta parallèle h fi y aux j y qui divise fa 
surface en deux parties égéiei, La Uistan^,^^/* de ce centre de gravité 
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1^4 Statique' élémentXïre. 

à raxe d^s^ est x-^{âx'j ou x j et la distance jrn du même centre^ 
h Taxe des x^ est égale à t(JK+J^7- 1^ faut donc, pour déterminer fe 
cètitfè' de gravité de LI/ K Kj en ayant égard à Ce qui est dît art. ^3 , 
substituer , dans les deux premières équationfe dé l'art. 278, 7 (Jj^-f-j^ ), kj^, 
(j^f)^^ à ritj x{}^y)dx],himxj et |(jr+y) (jK~y) ^^^ à 
Twj^^ ce qui donnera 



A wa-. 



f' 



Aa-y)^ . /(jr -y )^ 



r 



les équations des courbes VW^lV* /^serviront à ramener les ex- 
.pressions ^(jK.-T-y )f^'^^ kj^-^y^)4?^ A ij—j')^ ^^ foripf? 
-f^-^Cf^-i ^^-jîC(^»)v ^^-V^X?^)-^^.^ ;C ^^ ^. ^t^"^ des, signes dp 
£QPCtiops;;.lorsqu|ç les [intégrations seront effectuées, qn fera sqccessî- 
.yeni^jit|i/]ansch9CUf^e4çsfpnçtions.iQtégr«les,a7=^,^i^ xzz^AB' ^ çt 
.jcçjtranchant \es résuU^ats de la première substitution des résultats respec- 
tifs de la seicondejj on aura les intégrales définies prises dans les limjtes 
assignées., : , ...... [/. ,, ', _ . .1 ^ . . . '^ T.. 

Lorsque ralrq, xlcp9,t op. cl^erfibe le centre de cavité, se. teripine jauK 
deux droites BLj iî'i^'^. et à ra?:ede^a?,> il suflit^ poi^r adapter ^ à ce 
cas , les formules de Tarticle précédent, d'y faire y =0. 

298. Un solide homogène, est supposé terminé, par une surface courbe 
dont.^na l?éq^Ufit\on, par .une enveloppe cylindrique, dont la génératrice 
est perpendiculaire au phn ooy^ et par le plan xj-. L'élément de ce solide 
est z dx dyj et les distances respectives du centré de gravité de cet 
élément aux plan? xy.j .%z ètj'z sont ^^2, j^ et x. Il faut donc, pour 
trouver, le centre dé gravité du solide, en ayant égard à ce qui est dit 
art. ^83, substituer, dans l^es écj^uations de l'art. ayS, z dçc .dj à rrij 
et xz^dx dyjjz dx djy^ | ,5* dx dr^ respectivement à mx^ my^ i^z, 
on obtiendra, par ces substitutiojîs, les valeurs ' _ . . % : 
. . ,, fx zdxdy : ' 

. , . . , fz^dxdj ,.,_._ •.,-.. 

^^ fyzdxdy 

f\^dy , 

^fz^dxd y .. ,^^. . 
fzdxdj^ 



Ct=i' 
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On réduira par le moyen de l'équation de la surface , les fonctions à 
intégrer,' k ne renfermer que deux des variables, x et\y par exemple, 
et l^ufs différentielles , et on prendra les intégrales doubles 'j dans les 
limites données par les courbes d*intersêctions dii plan xy et des suN 
feces cylindriques qui enveloppent le solide, limites exprimées par des 
fonctions â^x et dy. 

^99* Les calculs que ces intégrations exigent sont , en général , au 
moins aussi laborieux que ceux dont j'ai parlé art, ^96 ; ils deviendront 
plus simples si le. solide , dont on cherche le centre de gravité , est symé- 
-frique par mpport à un axé^ c'est-à-dire si toutes ses sections planes, _ 
faites par cet axe, le partagent en deux parties égales et semblables ; 
le centre de gravité cherché sera art. ^8^ sur cet axe, que je prends 
pour l'axe des j?^ et si je fais , aux distances x et x+dx dt l'origine , 
'deut sections du solide perpendiculaires à Xj l'expression du volume 
•dû solide' élémentaire, compris entre ces dexfx plans, pourra toujourt 
se itàmmener à la forme dx. ^(x)j son centre de gravifé sera, art. cité, 
entrie les deux plans coupant , sur l'axe des o?^ et, pour trouver le point 
où le centre de gravité du solide est placé , on substituera, dans la pre- 
mière équation de l'art. ^78, dx.^{x)j k mjtt xdx ((px)jk mxjce 
qui donnera 

fxdx.^x 
^ fdxip{x) 

3oo. Lé cas traité dans l'article précédent comprend celui des solides 
révolutionis , dans lesquels ^{x) a une valeur particulière = ^j^ ^ 
en désignant, par^^ l'ordonnée a la courbe génératrice ; et la formule, 
pour ce dernier cas est 

fxy^ dit 
^~ f j^ dx 

on ramène , au moyen de l'équation de la courbe génératrice , les fonc- 
tions à intégrer, à ne renfermer qu'une seule variable et sa différentielle, 
et on procède comme il a été dit, ci-dessus, relativement aux limites. 

Application de la théorie des centres de gravité à la mesure des surfaces et 
des solides y connue sous le nom de Méthode de Guldin. 

Soi. Guldin, Jésuite natif de S^GalI, en Suisse, publia à Vienne, en 
Autriche, vers l'année 1640, un ouvrage, auquel il donna le titre de 
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Centro-haryca ^ dérivé des 4eux mots grecs xévtçoVy centre^ el ffdço^', 
poids y contenant deç recherches su/ les centres de gravité , qui pouvaient 
intéresser les géoipçtres dajas le temps qvi elJfs opt été publiiéés; mais ce 
qui distingue cet ouvrage jet Ta .saiiyé de rou)>Ji, ^st uoft application, 
aussi utile qi^ curieuse, de la théorie des qentres de gr^vitf à la n^esure 
des surfaces et des solides de révolution. Voici la règle générale dont il 
est l'inventeur. « Si qn plan $e iwut , en H>i|rn^t autour d'u>iç droite 
« fixe, contenue dans ce pl^n, ta. surface engendrée p4r un &çc de coMrhe 
X quelconque, et le solide epgçndré pajF l'aire d'an^ figure fermée quel- 
« conque, contenus aussi dan^ <ie même plai)^ aur<)ntpoi|f] valeurs; l'ea- ^ 
« pectives les produits de l'arc de courbe et de la. s,urfacç génératrices 
« par les longueurs absolues de^ arcs de cercles, quç parcourront Ipuçs 
^« centres dç gravité, H t ' • 

On peut présenter l-énopcé de cette régie soiis un point df vue:plws 
général ; mais il convient diç la dérnoi^trer, d'abord, pour le cas le ^plus 
simple; j'ajouterai que Quldin n'en a pas donné dç démonstration di- 
recte, et ne la prouvée que par induction, en faisant voir qu'elle condui- 
sait à des résitltats parfaitement d'accord , avec ceu^iç qu'on obtenait psMT 
d'autres- méthqdes dontja rigueur n'était pas contestée. • ,, 

Fie. 12 2oa. Je suppose que le plan VAX y des xj y décrive un angle x, ^^ 
tour de l'axe j4X^ des x ^ l'arc LV de la courbe VMW ^ tracée sur ce 
plan, engendrera une portion de surface courbe qu'il s'agit de mesurer. 
Pour cela, faisant AP^=-x ^ Pilt/=j^ PP'=r/rj, MM!^=.ds^ -j'observe 
que la surface d^ la zone élémentaire engendrée par l'élérpent de courbe 
JMM'^=rds^ ser^^=^angle X, X rayon jT/z x MM!^=^^jds y et |>arcor}- 
séquent la surface entîèi-e, engendrée par l'arc de courbe LMV ^ sera 
=.^fy ds ^ l'intégrale étant prise, depuis x^z^AB jusqu'à xznAB^ ,. 
lorsqu'on a ramené, au moyen de l'équation delà courbe, l'expression 
j d$ à la formç dx.f Çx).. mais h désignant, comme à Part 29a, la 
distance du centre de gravité de LML' à l'axe AXj des x^ l'expres- 
sion Xffj ^^ ^^ ''gale, art. cité, à h ^x LfML' ^ c'e§t-à-dire jau prc^- 
duit de la longueur absolue b ^ de l'arc de cercle qu'à décrit lé centre 
de gravité , par l'arc générateiif LMJë'j ce pmâ^H donwe donc fe faleur 
de la surface engendrée , et c'est précisément ceJMt qu'iï faut cakuler> 
d'après la règle de Guldîn, pour avoir cette surface. 

Tout axe de révolution autour duquel on fait tourner un pTân qui te»' 
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ferme la courbe, pouvant ttre pris pour axe des x^ la régie de Guldin, 
pour la mesure dès surfaces de révolution , se trouve rigoureusement 
et gétiératèmçtit démontrée. 

. 3o3: Je passe à la n^esure du solide engendré par l'aire KLL' K' K 
lorsque le plan VAX y qui renferme cette aire, décritun angle ;^ autour 
de Taxe AX des x. La construction et la notation de l'art. 297 étant 
conservées , j'observe que l'élément de surface MM! mnJ engendre , 
pendant le mouvement de la surface entière, une portion de couronne 
cylindrique, dont les rayons, intérieur et extérieur , sont respectivement 
y^tjr^ 1^ longueurs j^^ ^^JTX^ ^^ ^^^^ l'épaisseur est dx. La soIn 
dite de cette tranche a donc pour valeur (rjy^/C — ^y^X )^^=T/C 
O*— JK'^M^» et le volume entierdu solide engendré=7;;^y(ra_j/â)^a7, 
intégrale qu'il faut prendre depuis x:=iAB ^ jusqu'à xc=zAB' y lors- 
qu'on a ramené, au moyen des équations des courbes VW^X. VW^ l'ex** 
j>re8sion (j'*— JT^*) dx à la forme dx.fi^x). mais art. ^97, b étant la 
distance à l'axe AX^ du centre de gravité de l'aire KLL'K'Kj on a j 
vfi. équation de l'article cité, 

donc le volume du solide engendré par la révolution de KLVK' K^ 
autour de AX^ est égal au produit de la surface génératrice par la lon- 
gueur absolue , ^ X ^ ^^ Vslyc de cercle que son centre de gravité a décrit, 
et ce produit est, encore, celui qu'il faut calculer, par la règle de Guldin^ 
pouf avoir la solidité cherchée. 

Le solide, dont je viens de donner la mesure i est terminé, par deux 
bases planés perpendiculaires à Taxe de révolution , et parallèles aux 
tranches , ou couronnes cylindriques , qui forment les éléments de ce 
solide ; mais le cas général est celai d'un solide de révolution qui n'a 
aucune face plane, tel serait, par exemple, celui qu'on obtiendrait en 
faisant tourner l'aire KLL' K'K autour de l'axe A F desjj^^ l'angle 
décrit étant toujours désigné par x» L'élément de surface MM' mf m 
engendrera , alors , une enveloppe, cylindrique dont l'épaisseur sera 
b= PP' :=idxy la hauteur =,hfjL=,j—y et le rayon A ^z^XJ^^dxz=:.x. 
La solidité de cette enveloppe aura, ainsi, pour valeur, x ^.{j-^-^j'ydx^ 
et le solide entier, engendré, sera ^=^xf^{y—y')dx. Or a étant la 
distance du centre de gravité de l'aire KLVK! à Taxe AT^ des j^^ cette 
intégrale, prise depuis B jusqu'en 5' est, art. ^^j^ égale à ^a xKLL'K'Kj 
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fîonc le volume, dû solide engendré, a la valeur donnée par la règle do 

Guldin. 

3p4. Le système des courbes V W et V^ Vf^ peut appartenir à une 
courbe unique; cette courbe peut être fermée, puisque rien n*empêche 
de supposer KLz^o^ K!L'z^o, sans que lés distances înterniédiaires 
Il h soient nulles; elle peut aussi avoir des branches infinies sur lesquelles 
on prend des arcs finis, et des cordes, pour limiter Paire etc. etc. Ainsi 
Ja règle de Guldin, pour les solides de révolution, est vraie sans exception, 
- ï^.es deux courbes VW^x. V'W pourraient se confondre en une seule, 
la différence j' — y étant susceptible de prendre toutes les valeurs, et, 
par conséquent, de devenir nulle ou infiniment petite; le solide engeh- 
jlré se réduit, alors, à une enveloppe infiniment mince, ou à une surface, 
et la règle de Guldin, pour les solides, justice l'applicatioii de cette même 
règle aux surfaces de révolution. 

3oS- J'ai dit, art. Soi , qu'elle était susceptible d'un énoncé plus gé^ 
péral ; voici cet énoncé : « Si un plan se meut perpendiculairement à 
!« une courbe fixe , à simple ou double courbure , la surface engendrée 
«< par une ligne courbe, de forme et de longueur arbitraires, tracée sur 
it< ce plan, et le solide engendré par une portion du mên^e plan que cir- 
« conscriyent des lignes quelconques, auront pour mesures, les produit? 
i< respectifs des arcs de courbes que les centres de gravité, de la courbe 
« et d.e Taire mobiles, parcourront , dans leurs mouvements, par la lon- 
« gueur de la courbe mobile et par le nombre d'unités de surface com- 
¥i prises dans l'aire nioljile. >> 

L^ vérit.ç de ce théorème général sera facilement senjie si on consi- 
dère que je plan mobile^ parcourant un élément ds' de la courbe fixe, 
décrit un arc ide cercle^ infininient petit, autour d'un axe , passant par 
le centre de courbure de l'élément d^ ^ perpendiculaire ^u plan qui 
renferme ce centre et cet élémenf dsf . La courbe et l'aire, mobile et 
génératrices, engendreront donc, respectivement, un élément de sur- 
face et un élément de solide dont on aura la valeur par la règle de 
Guldin, ensorte que 5 étant la courbe génératrice, A l'aire génératrice, 
é et ^ les lignes respectives, infininient petites, que leurs centres de 
gravité parcourent pendant que le plan , qui les renferme , parcourt 
l'élément ds' ^ la surface et le solide élémentaires engendfé? seront Se!^ 
et À ç' j ou aura aipsi y pour la somme de toutes les sq rfaçç3 e( de toup 
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les solides élémentaires engendrés pendant que le plan mobile parcourt 
Une longueur ds' +ds'^ +ds'^' + etc. de la courbe fixe, des expressions 
de la forme 5(e'+c"+c'^'+etc.), ^(^+£"+^'"+etc.) ce qui est 
Pénoncé analytique du théorème général. 

. 3o6. Je terminerai ce que j'ai à dire sur le théorème de Guldin^en le 
présentant sous un point de vue plus général encore, que le précédent; 
qu'on imagine une portion de surface courbe, désignée par J2j circons- 
crite par un périmètre à double ou simple courbure, et assujettie à tour- 
ner autour d'un axe fixe , par rapport auquel elle a une position quel- 
conque, mais invariable; le solide, engendré par cette surface, se mesu^ 

rera de la manière suivante : faites passer par Taxe de révolution un plan 
appelé plan Kj qui tourne, autour de cet axe, comme la suVface sQj en 

conservant, avec elle, une position constante; par un des points du péri- 
mètre de cette surface, que je désigne par point 0^ menez un plan per- 
pendiculaire à l'axe de révolution appelle plan ITj qui coupera cet axe en 
un certain point, de ce dernier point, comme centre, et d'un rayon égal 
à sa distance au point c^j décrivez, sur le plan Uj un arc de cercle, qui 
commençant au point g? se termine au plan Kj vous aurez, sur ce plan K,' 
un point , qu'on peut appeler la projection circulaire du point g> ; faites 
les projections pareilles de tous les points du périmètre de la surface 
S2^ vous aurez, sur le plan K^ une courbe plane dont l'aire, dans son 
mouvement commun avec la surface SI ^ engendrera un solide , qui 
pourra être cubé par )a règle de l'art, 3qi , et qui, pour un angle donné ^ 
décrit autour de l'axe de révolution, sera égal au solide engendré par 
la surface 12. 

H est aisé de vérifier l'égalité des deux solides; prenez, sur la surfaee 
SI ^ trois points infiniment près les uns des autres , qui ne soient pas en 
ligne droite , et faites leurs projections circulaires sur le plan K} il 
est évident que , dans le mouvement commun de la surface SI et du 
plan- A ^ les trois points projettes engendreront un prisme circulaire ,de 
même longueur , et de même section transversale et normale ^ que le 
prisme engendré par leurs trois points de projection ; et la même égalité 
ayant lieu entre tous les prismes élémentaires pareils , qui se corres- 
pondent de l'un à l'autre solide, a aussi lieu, par conséquent, entre \e% 
gommes des éléments ou les solides entiers. 



^7 
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Exemples de la détermination des centres de gravité , et de l'application d« 

la règle de Guldin. 

807. En considérant les périmètres des figures planes comme des 
ïignes matérielles, homogènes et uniformément grosses, on a, sur le 
champ , par les théorèmes des art. 281 et 282, le centre de gravité d'utie 
ligne droite, qui est à son point milieu, celui du contour d'un paral- 
lélogramme qui est à l'intersection des deux diagonales, celui du péri-- 
mètre d'un jX)lîgonne régulier, qui est placé au centre du cercle inscrit 
ou circonscrit , enfin celui du périmètre fiîrmé d'une figure plane quel- 
conque lorsqu'il existe deux axes rectilignes qui peuvent le partager , 
chacun, en deux parties égales, semblables et placées symétriquement 
de part et d'autre de cet axe; le point d^intersection, de ces deux lignes 
est, art. a8i , le centre de gravité du périmètre. 

3o8. Pour trouver le centre de gravité du contour ABC d'un triangle, 
^^' ^ imaginons que la masse de chacun des côtés est rassemblée, en un seuï 
point, placé à son centre de gravité, ou au milieu de ce côté, ensorte 
cjue les points matériels Cy a et b^ placés aux milieux des côtés jiB , 
BC et CA y représentent respectivement, les masses de ces lignes. Le 
centre de gravité du contour ABC sera, art. ^83, le même que celui des 
points matériels a^b et c j je joins ces points par les droites ah^bc 
et aCy et je partage en deux parties égales l'angle bca par la ligne cdj 
tette construction me donne adidb ncaicb il CA : CB : : masse b : 
masse a ; le centre de gravité àeaetb est donc, art. 2.85 , en d^ et, art. 
284, le centre de gravité de /z, b et c doit se trouver sur la ligne cd. 
Je fait, sur les angles cab et abc, la même opération déjà faite sur 
l'angle bça^ et j'ai deux autres lignes afet bU sur chacune desquelles 
se trouve aussi le centre de gravité cherché , lequel occupe leur point G 
d^intersection commune. 

Ce point ù est au centre du cercîe circonscrit a\i trrangle abcj ainsi , 
le certtrfe de gravité du contour d'un triangle donné , est au centre du 
cercle circonscrit à un autre triangle ayant les sommets de ses. angles 
aux points milieux des côtés du .triangle donné. 

809. Lé centre de gravité d'un arc de cercle est, art. 298^ sur le rayon, 
désigné par r, qui le divise en deux parties égales. Je compte les x y sur 
ce rayon, en prenant leur origine au centre de l'arc de cercle, et con- 
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jfidérant, d*après Tart-aSS, les deux éléments ds^ qui répondent à une 
même abcisse a?, comme réunis à l'extrémité de cette abcisse, la i«^ 
équation de l'art. 29& , devient la .^eiiie néce^air^ dans la détermioatioa 

dont il s'agit ici. J'ai doûc a= ij '^ ^^ (comme par la propriété 
du cercle > ds=, — ^) /i= — %—^z=, — \^, ■• Si on Suppose que 

les iatégrale^ 8''févl^K>^i$8e»t locsq^e^psoet ;f=^ç>, i^ valeur — -^ j ou- 

la distance du centre de gravité d'un afC de Cercle !^s^ au centre de ce' 
cercle, mesurée sur le rayon qui divise Tare en deux parties égalejs, ser» 
quatrième proportionnelle à l'arc , à la corde aj^ et au rayon r. 

3io. Les centrer et gmviitjé das iurfaioes <fe tpus les po!ygofi^ regu*- 
Kers sont art. a8a, aux centres des cercles qui leur sont inscrits ou cir- 
conscrits; et y en général, lorsqu'une figure piane peut avoir deux axes 
rectîlignès, dont cfiacun la divise en deux partres égales, semblables et 
placés symétriquement de part et d'autre de cet axe , le centre de gravité 
de cette figure est , art. aSî , à l'intersection des deux axes. 
' Aifisî fe centre de gi-avité de la surface 'd'un paradJélogramme est k 
l'intersection de ses deux diagonales; le centre Je gravité de la surfacp' 
d'une ellipse est 4 l'intersection de ses deux axes etc. ces centres sont 
aux mêmes porats où ae trouvent les centres de gratté des périmètres. 

3ii. Le centre de gravité de la surface d^in triangle rectiligne est, 
art. 284, sur la ligne droite, qye je prends pour axe des ar, menées du 
sommet d'un des «ngle^, où je |>laGe l'origine, des x,^xi milieu du catç 
opposé à cet angle , puisque cette ligne, ou axe des et , passe par les 
centres de gravité de tous les trapèzes élémentaires qu'on peut former 
par des parallèles au côté qu'elle coupe en deux parties égales. 

Je nommé g la longueur de l'axe des Xj comprise dans le triangle, h 

le doté opposé à Torigine de^ x^et^ l'angle formé par les lignes ^et à 

Ta valeur d'un des trapèzes élémentaires de la surface, pris parallèlement 

h 
à h, sera ^^.as dx sin. ;ç;, et ce trapèze (qui y en ayant égard à ce qui 

jest dit art: :a8o , représente le trapèze dont la valeur générale est, arf. 
^97 > (jK — y'^ //.r payant soh centre de gravité sur l'axe des x ^ ona^ 
an^ 284, ^ = 0, et la i«. équation de l'art ^97, devient 
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— sin. xf^ ^^ T ^ + 

prenant rintégrale, depuis rr=:o jusqu'à xz=ig^ la distance du centre 
de gravité du triangle entier à Torigine des x et de g^ devient ^ = |^. 

3 12. Imaginons trois niasses égales dont chacune ait son centre de gra- 
vité placé à l'un des angles du triangle; le centre de gravité commun 
de deux de ces masses sera au point d'intersection de ^ et de h^ et par 
conséquent , art, 284 et 286 , le centre de gravité des trois masses sera 
aux I de ^à partir de l'angle opposé à A, ce centre de gravité aura donc 
la même position que le centre de gravité du triangle. 

3i3. En prenant l'intégrale de l'art, ai i , depuis xz=g, jusqu'à x=g, 

jr3 pr 3 

on a «=|-5 2L^ équation qui détermine la position du centre 

g^ — ^/* 

de gravité d'un trapèze, sur la ligne coupant^ en deux parties égales, 

chacun de ses cotés parallèles; la distance du centre dont il s'agit^ au 

plus petit côté, mesurée sur cette ligne, étant a—g^ = ^. Pour obtenir 

la valeur de ^ sous la forme la plus simple, je désigne le plus petit coté 

du trapèze par A,^ le plus grand par A^ la distance*, entre leurs points 

A A 

milieux, par Kj ce qui donne g= - — — . Kjg,:=Z'-^—^ K j 

îe mets , ensuite , la valeur de a^ trouvée ci-dessus, sous la forme 

'' g+g, 3(h-h,)' /i+A, 

et j'ai, ultérieurement, pour calculer a'-^g, ou ^^ l'équation 

«- 3(A+A,> 
3-14. Archimède, qui a posé les fondements de la Statique, a aussi dé- 
terminé les premiers centres de gravité, et particulièrenrient celui d'un 
segment parabolique. Soit un. pareil segment circonscrit par la courbe 
et par une double ordonnée aj^, à l'axe; on sait que les x étant comp- 
tées du sommet, on aj^=:px^ et les valeurs, déduites de cette équa-* 

tion , substituées dans la valeur a = ^^7 ^ - qu'on obtient, art. ^97^ 
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en faisantj^sss— 3^^ donnent, lorsque les intégrales commencent à Tori- 
gine des x et des j'j az=i\x. 

Cette valeur suffit parceque , art. 284 , le .centre de gravité du seg- 
ment parabolique ternoiné par une doublq ordonnée à Taxe idoit être sur 
cet axe. . 

3i5. Les coordonnées d'une éllipâe étant comptées sur les axes , et 

leurorigîne placée au centre, l'équation de la Courbe estjy=X{^â^.râ)«*; 
Jî est une constante, et A la demi-longueur de Taxe sur lequel on compte 
les X. Pour trouver le centre de gravité de la surface'd'un segment ellip- 
tique partagé en deux parties égales par le demi -axe A , et dont la 
flèche = ^— a? , on combinera l'équation précédeftte avec la valeur 

a = r JT . ^ qu'on obtient , comme à Part, précédent , en faisant 

j-'s— ^ dans la première équation de l'article 297 , et on trouvera, 

fxdx{A^ — x^)T 
il=3 ^' ' ^T-; — j le rapport A a disparu de cette valeur, qui 

est la même à laquelle oh serait parvenu en cherchant le centre de gra- 
vité de la surface du segment d'un cercle décrit avec le rayon ^^ ayant 
même centre que l'ellipse , la flèche du segment elliptique, étant aussi 
celle du segment circulaire, qui doit se trouver, comme le premier, 
partagé en deux parties égales parle rayon ou demi-axe A. Le centre de 
gravité des deux segments est donc au même point, et on a, pour Tunet 
pour l'autre, en plaçant la première limite des intégrales au point oîi 
a? =37, et la seconde au* point oix xz=,A 

t f 

'^^ j-(-^^~^^^)^ \ (-^•-^,*)*e«tïe cube <ïe la 

s»f(A*'-^x^)-dx ) *'®"w*co'*ic de l'«'c du segment 

-^ { corde stsm cire )^ i c>'<5"J"'^<^>«*^yï>^*— **)^^^f 
^ ^ , , (corae segm. cire. ) 1 ^^^^^^^^^ 

surface segm. cire. F 

3i6. La distance du centre du cercle, au centre de gravité du secteur, 
renfermant le segment circulaire dont il vient d'être question, peut se 
trouver de deux manières : 1® en considérant ce secteur comme composé 
d'un segment et d'un triangle dont on connaît les centres particuliei^ de 
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gravité^ etsex^onformant à ce qui est dit art. ^83 et 2^6 : â^.efi. observant 
que ce secteur est composé d'un infinité de ttiangles élémentaires égaux^ 
dont les ibnartnets stmt ati centré du cerde et le$ basée ëtit sa circonfé- 
j^ence ; le lieu 'géidm^trîqae des céntites de gravité de ces triangles est, 
art. 3ii , sur un cercle concentrique à celui qui termine le secteur, de 
même valeur angulaire et compris entre les mêmes rayons que kii^ et 
ayant son rayon particulier égal aux deux-tiers de celui du secteur. Le 
centre de gravité de cet arc, dont la position ^est connue par Tart. Soj, 
est donc, art. a83, au même point que celui du secteur. » 

817. L*axe d'un.cône droit étant pris pour axe des a?^ et le sommet 
du cône pour origine des Xj l'équation de la génératrice du cône est 
jr=mx^ m étant une constante; on a, déplus, ds'=ndx ^ n étant une 

autre constante; ces équations combinées avec la valeur de g=- >! , > 

Jyd.s 

données art. 296, pour la détermination des centres dp gravité des sur- 
faces de révolution, on aura, la distance du centre de gravité de la sur- 

fx^ dx 
face du cône, à son sommet 5=g= >. , ) c'est, art. Si i , la même 

valeur à laquelle on parviendrait en cherchant le centre de gravité du 
triangle résulsant<le la section plane du cône par son axe; donc le cône 
droit, le cône tronqué dont les bases sont perpendiculaires à l'axe, et 
le cylindre droit , qui est un cas du cône tronqué, otit leurs centres de' 
gravité respectifs aux rnêmes points où se trouvetit placés les centres 
de gravité dii triangle, dtf trapèze et du parallélogramme qu'on obtient 
en faisant, les coupes planes,, de ces solides, par leurs axes. 

fxyds 
3 1 8. Pour appliquer 1^ formule a = ^'^ , àJa recherche de la position 

du centre de gravité d'une portion de surface sphérique, comprise entre 

fdx 
deux plans parallèles >. en fera </j=—^ ^ r étant le rayon de la sphère, 

.' . 
et les X secomptant, à partir du centre, sur le diamètre perpendiculaire 

-aux deux plans qui terniinent la surface ou zone sphérique, lequel diamè- 
tre, art. i8â, contient le centre de gravité de cette surface. La formule 

générale deviendra a sg ^ , - = " \4y ^^^ ^^ swppoae que I« 
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^lans qui terminent la surface, coupent l'axe des a? aux paînts dont les 
abcisses sont x^ et x^^ on aura, en prenant les intégrales dans ces li- 

mites , izsss " ^-^ =s= j(ic,,+a7,). Le centre de gravité est, sur 

Taxe des o?^ ou, sur le diamètre passant par les centres des cercles qui 
terminent la zone sphérique , au milieu de la distance entre ces deux 
cercles. ' 

Ainsi le centre de gravité de la surface d*une. calotte sphérique est ait 
milieu de la flèche de cette calotte. 

J'observe que ces résultats peuvent se déduire, avec la plus grande 
facilité, des rapports connus entre la surface de la splière et la surface 
du cylindre circonscrit. On sait que deux zones dies sur&ces ;de ces. so* 
lides, comprises entre des plans parallèles entr'eux et perpendiculaires 
à Taxe du cylindre, sont égales; et comme cette égalité, entre les zones 
totales, a aussi lieu entre les zones élémentaires , comprises entre deux 
plans perpendiculaires à l'axe et infiniment près Tun de Pàtïtrè',les centres 
de gravité des zones totale^ doivent être pldcées au nn(ème poirit sur Taxe , 
donc etc. ^ ' ; .. 

819. Le centre de gravité d*un poïyèdt-e régulier, considéré comme 
un corps homogène , est, art. 28:2, &u centre de la sphère, inscrite ou 
circonscrite; lé centre de gravita d*un pàranélipî()ède est, art^. cité; à 
Vintersectîon des deux diagonales de la section paràllélogrammique faite 
par un plan qui sépare le solide en deux parties égales et semblables. 

En général , lorsqù^uh solide pourra être coupé par trois planés tient 
chacuia lef divîsoi eri dëùi f)àrtles égales et siémbkbiès , placées syméi" 
Irîquèmértt par rapport à 'ce ^pfan , lé éeritire de Cavité 861*3 àù* point 
tonimùn de i^cricdnt^e destrài^^igrte^ d*inté^i*ièdîio^ cies' plans. ' 

3^0. Une ligne droite, menée du sortmiet d'une pyramide âiicéHtr^ 
de gravité de sa baée, doit passer par les 'Cedtres de gravité dé tout A 
fcs s^êtiohs du solide V parallèles a c^tie^basè, puisque, ïift.2,^Set'i76^, 
tes centrée de' graVÎfé dé différents coi^pSliôWio'è^nts et semBlaBlc*s, sont 
semblablëmeAf placés dans ces ôorps."t.é d?nti*e dél gra^ité^de la pyra- 
ifÂidè fer ddnd; art: :284", uri'dW poiriisHe ïa Kgrre droite ou axe doht je 
viens de parler. Prenons cet axe pour axe des a? ^ en plaçant leur ôfî^ 
]^rie au sdrtimet d^ la pyrïim'îde. L'a surfabV ffiirié^ sëétîôn de ^e solide 
jf)arâllèle à là base * sera î=JS**> IC étant ùHè c'dfastàdt'è, et*, liommèàit'^ 
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l'angle formé par la base et par Taxe des x ^ Kx^ dx sin \^ sera la soli- 
dité d'une tranche élémentaire parallèle à la base. Le centre de gravité 
de cette tranche étant , comme on vient de le dire, placé au point oii 
elle rencontre l'axe des a?^ on n'a besoin , d'après les art. ^83 et 284, 
pour trouver le centre de gravité du solide entier, que de la première 
équation de l'art, ayS , dans laquelle il faudra substituer K x^ dx sin. -^/^ à 
m^Kx^dx^\\i.-4/ykmx^t\, l'équation deviendra, par cette substitution, 

_ fx^dx _ \xAJ^C 
^ fx^dx ~ \x'^ + C 
le solide étant supposé terminé par deux plans, parallèles à la base et 
coupant l'axe des x aux points dont les abcisses sont x^ et x^^y on a, 
en prenant les intégrales dans ces limites^ 



,T„4_.T,4 



3ai. Cette formule, obtenue pour le c^$ de la pyramide tronquée, à 
bases parallèles, donne dans le cas de la pyrapiidp entière, â:=| a?,, ^ x^, 
étant nul dans ce dernier pas ; le centre de gravité du solide est, aux \ de 
la droite menée du sommet ^ti centre de gravité de la base, en partant 
du sommet. 

3^.2. Les mêmes résultats sont îmqiédiatement applicablies au cône 
tronqué ^ dont les deux bases sont parallèles , et au cône entier à base 
quelconque. . 

3^3. Imaginons quatre masses égales dont chajsune ait son centre de 
gravité placé à l'un des aagle§ d'une pyramide àquatr^e faces; le centre 
de grayixé cofnmun.des troi3 m.assfs placées aux sommets des trois angles 
d'une des. face3. triangulaires, sera, art. 3ia, au centre de gravité de 
cette face, donc, art, ajBS, 41.84 e^ ;i85, le centre de gravité commun des 
quatres masses égales sera au quart de la distance entre je centre de gra-r 
vite. d'une des faces et le sorpmçt çjç Tangle oppoçé à cette face; donc 
le centre de gravité çonnliTijLin de quatre masses egalçs, qui auraint leyrç 
centres dq grayité. particuliers, ajux, soni^njets de$ angles d'upe pyramide? 
à quatre faces, eçt pl^çèau même point où se trouve le çeqtre de gravité 
.de la pyran>ide.. ,. 

3^4. Poyr fajrç,unç^pp|icatiop de la fofmul^a fie Tarticle fgç, je 
pl^cp .rprigiiîe d?s.cpqr4oi|pées.;^^^^ 5> ai^u c^ptre. j^'un ellip$QÏde 

dont 
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dont voici la génération: prenant ^ à partir de cette origitie, »or les axes 
des x^j^t i, de^ longueui^ respectives m^ m,) m,,^ je trace dëut 
ellipses y Tune dans le plan xjy dont les demi -axes sont m ^i m,, 

et qui a, pour équation j^/ c= — ^ ( m* -* a?^ ) ^* l'autre dans le plan 

X z y dont les d«aii - aiies sont m^ et m j et qui a pour éc|uatîoii 

z,^= "^ {rh^-^x^ ); enfin )e suppose que la coupe du solide, faite 

à Textrémité de .x, perpendiculairement a Taxe des .t, est une ellipse, 
ayant pour demi -axes, les deux coordonnées correspondantes,^, et «„ 
des ellipses tracées sur le plan xj- et sur le plan x-s , et par conséquent. 



pour ^uation -5* =±à-ili- {jr^^^jr^)^ laquelle , en y substituant j pour 

z,^ etjf^, leurs valeurs ci-dessus, donne l'équation de la surface de Tellip- 
solde 

m„* m,^ x^ + m,,^ m^j^ -+- m^ mP' 5* = m* m,^ m,,^ 

Le centre de gravité de chacune des sections elliptiques de ce solide»' 
faite perpendîcuIaireiTïent aux x^ e6t, art. 5i8i,au point dérentotftre 
de cette section et de Paste des db ^ point qui est le ccrttre de la sectioii 
elliptique j le centre de gravité d'utie portion du soHdè comprise éntt-è 
deux plans parallèles auxj^5 est donc aussi, art. 284, sur l'axe des x. 
Soient, aux distances x et x^dx de Torigine, deux sections faites par 
ëes pla« parallèle» aux j-^^ la surface d^une dés.séctiohs sera w . . v 

îs- xz,^* ^ ac; ;ry, 5/ =s ' ^\ '' ( y» » — X* ) , (fonction qiii reptéserilé 
z f TU 

^ (.*), art. A99) et le vohime du soKde élémentafrë qu'elles terminent 

j^ Mil t^ 
sera = — — ' " {m^^^x^) dx. Le centre de gravité de ce solide esp 

â son point ée rencontre avec l'axe des ± j en substituant son volume 
i la place de dx^ {^)j ^^m TéquartioA de l'art. 299, on aura la dis- 
tance a du centre de gravité du solide fini à l'origine des a?^ qui sera 

_ /{m^ — x^)xdx _ im^x^—^x^ + Ô 
^~ J\m^—x^) dx ~- 772* x^^x^+a 
Supposant <|ue les plans parallèles aux^^^ qui terminent le solide ^ 
I 18 
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coupent Taxe des œ à des distances a/ et .t" de Torigine, la distance , 
à la même origine, du centre de gravité de ce solide, sera 

2m^(x''^ — x'^) — (x''^ — x'^) 

qu'on peut mettre sous la forme 

Saô. Il est à remarquer que cette équation ne renferme pas les axes 
TTif et m,f compris dans le plan perpendiculaire à cr ou au demi-axe mj 
ces axes m, et m^ restent donc indéterminés, ensorte que la valeur de 
a sera la même pour tous les ellipsoïdes qui auront un demi-axe, dans 
le sens des x ^ égal à m (Tellipsoïde de révolution et la sphère, doivent 
être comptés parmi ces solides) ; et si on fait a?, = o et rF,,=m^ on 
trouvera pour la distance du centre de gravité du demi -ellipsoïde au 
centre de cet ellipsoïde 

3 

3^^. La distance A du sommet de l'ellipsoïde au centre de gravité 
d'un segment du solide, terminé par un plan perpendiculaire à l'axe et 
coupant cet axe à une distance ^ du sommet , sera d'après ce qui précède, 

8m-3£ 

on pourrait obtenir, immédiatement^ ce résultat, en combinant, avec 

fie nr Ut Ti 

i'équation de l'art. 3oo, a= \,^ ^ , ^ l'équationj^^sisa mX'^xx^n 

cercle ( Torigine des coordonnées est à l'extrémité du diamètre 7. m) 
d'après l'identité de position du centre de gravité du segment sphérique 
et des centres de gravité des segmets de tous les ellipsoïdes construits sur 
le grand axe 7,m^ et ayant la même flèche ^ que le segment sphérique. 

3^7- Pour avoir le centre de gravité d'un segment parabolique de 
révolution, substitué au segment ellipsoïdal, il suffit de faire m = 3c> 
dans la valeur de A donnée ci -dessus et on a 

3^8. Le secteur sphérique se compose d^uo segment et d*un cône quii 
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ont une base commune, le sommet du cône étant au centre de la sphère ; 
on connaît art. S^a et 826 les positions des centres de gravité particuliers 
de ces deux solides, qui sont sur le rayon perpendiculaire à la base com- 
mune; on sait, de plus, art. 284, que leur centre de gravité commun 
doit être sur le même rayon, et on détermine, par la géométrie élémen- 
taire, les volumes respectifs de ces deux solides; on peut donc, parla 
formule de l'art. 286, trouver la position du centre de gravité du secteur 
spbérique , dont la distance au sommet de la calotte , ou du segment 
sphérîque, =j (2m+3^)j m étant le rayon de la sphère, et m — ^ la 
slistance de son centre au centre de la base commune du segment et du 
pône. 

P (jn f\r^ dis 
829. Enfin on trouvera, en combinant Téquatîon a = ' ^ J avec 

Kéquation de l'hyperbole a? = G ( 2 ?w ,t + a?* ) , que le centre de gravité 
d'un segment hyperbolique de révolution, terminé par un plan perpen- 
diculaire à Taxe des x ^ et rencontrant cet axe à l'extrémité de a?, est à 

une distance du sommet =5^ x. 

I277Z4-4,X 

Cette expression se réduit sensiblement jk\x lorsque x est très-grand 
par rapport km^ dans le cas contraire elle devient = f- .'r , ainsi le centre 
de gravité du segment hyperbolique est toujours entre les | et | de la 
flèche. 

38o. La règle de Guldin exposée , art. 3oi , et démontrée, art. 8oa 
et 3o8, donne, avec la plus grande facilité, les expressions connues des ^*8" '4 
surfaces et des solidités du cylindre , du cône, de la sphère, de l'ellip- 
soïde de révolution, etc. Veut-on l'appliquer à la mesure de la surface 
engendrée par un arc de cercle MMf tournant, autour du rayon AC , 
,d'une quantité angulaire x (*)? ï' faut, d'abord, déterminer, sur le 
— I I ■ ■ j ■ . I l 

(*) L'aDgle décrit étant supposé d'un nombre de grades égal ^ ffy X» ''«pré- 
sente , dans les formules , la longueur absolue d'un arc ayant Vunité linéaire 
pour rayon , et dont le rapport à la circonférence entière , décrite du même 
rayon , est celui de ^: 400. On trouve ces arcs tout calculés , dans les tables 
de logarithmes de Callet. Ce que je viens de dire du signe Xi s'applique, en 
.général y aux lettceis par lesquelles on désigné des aiiglçs dans If s ezprj^fslqnt 
jifialytiquet. 



Digitized by 



Google 



140 Statique ÉLÉMENTAïRE. 

rayon Aq^ qui partage cet afc en deux parties égales, la position G de 

$00 centre de gravité, dont, art. 809, la distance AGwx centre du cercle, 

= ,, j^. X Aq. La dist°« GvAm même centre de gravité au rayon AC^ 

arc MM / # ^ / ^ 

a ppwr valeur A G Y. 3in, GAp^dG x sin. MMfi^AGx ^ ^ ^m/ ^ 

\Aq X -^ — TTTTTj ^ê^ ^^ftnt une parallèle à ACj ainsi la surface chcr-r 
' arc MM' * 

et PMm étant, respectivement, parallèle et perpendiculaire an rayon 
j4 C. On retrouve la propriété connue de Tégalité entre les zones sphé- 
yiques ci les zones cylindriques, comprises entre des plans perpendicu- 
laires à l'axe du cylindre. 

33 1 . CNB' étant un quart d'ellipse construit sur lea demi-a*esu^Cp:;/7f 
et AWz=zn^ cherchons le volume du solide engendré par Taire FiV^iV'jP'^ 
comprise entre deux parallèles PN H P'N' kAB'^ lorsque cette aire 
décrit un angle ^ en tournant autour du demi -axe AC. Comptant 
les X sur ^C et prenant leur origine au point ^^ on a Téquation 

jr*x:?— ^ (/7i* — x^ ) et cette équation combinée avec la a^ équation 
dç Tart. ^97, dans l'hypothèse de j^'=o, donne, pour la distance, au demi- 
axe AC, du centre de gravité de PNN'P',b=^. ^'/(^^'-^') , ^;^ . 
d*Qii on conclut la valeur de la solidité cherchée, h ^fj dx z=:. 
-^5—-- ( m ^ «»-^|.ic^) + C^ valeur qui ^ en faisant AP^r=^x,HAP'=^x,, 



devient b xJj ^^ = — T^ 1 ^M •^,, - ^, ) - H ^//^ — ^/^> 1 » 

Si l'angle ^ = ^"^ circonférence = 2 ^ çt que la surface génératrice 
soit un quart d'ellipse^ on a .T, = 0, Xf^=:=,m j et le volume du demi- 
ellipsoïde de révolution a pour valeur, y :;rmH^\ le volume de l'eUip-^ 
soïde entier =^| 0mn^ . 

33fi. OR étant un axe vertical situé dan» le plan du quart dVIlipse 
ACB^j et parallèle au demi-axe AB^ ^ supposons quç le demi-segment 
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elliptique NCP tourne autour de OR en décrivant un angle if^j l*arc de 
courbe CN^N engendrera, dans ce mouvement, la douelle d'une espèce 
de voûte qu*on nomme voûte en encorbellement j le vide compris 
entre 69 douelle ^ la surface cylindrique qu'engendre l'ordonnée NP y 
et le plan horisoptal passant par la naissance C ^ sera égal au produit 
de l'aire CN'N PC par la distance du centre de gravité de cette aire il 
Taxe OR et par Tangle \p j or en observant que, d'après l'art. 288, le 
centre de gravité de l'aire du segment elliptique entier qui serait ter- 
miné par l'ordonnée NP ^ prolongée jusqu'à l'autre branche de rdlipse, 
et les centres de gravité particuliers de chacun des dçmi-se§ments , 
(séparés par le demi-axe C^) qui le composent, doivent être sur une 
même parallèle à jiB ou, k OR , on trouvera en reprenant les valeurs 

données , art. 3i5 , et observant que /f =: j le volume du solide dont 

on cherche la cubature , égal à 

pç\^J!!l^xPN^+aireCN'NPCx^O\ 
n 

333. La voûte en encorbellement pourrait être rampante ^ et pour 
concevoir la génération de cette espèce de voûte il faut supposer que 
pendant la rotation du plan ROC autour de l'axe vertical OR j l'aire 
C N^ N P C 9^9hsL\$Ee f dans ce plan, avec les conditions que la distance 
PO et le parallélisme de PN et de OR demeurent invariables, et que,' 
de plus, l'espace parcouru par ACj au-dessous de sa position initiale, 
est, à chaque instant, proportionnel & l'angle décrit depuis le commen- 
cement du mouvement jusqu'à ce même instant. 

11 est aisé de s'assurer que le vide de la voûte, dans ce dernier cas, 
est égal au nde de la voûte droite; qu'on imagine une tranche élémen* 
taire de l'un et l'autre solide, comprise entre deux plans passants par 
l'axe OR et formant entr'eux, un angle infiniment petit , un autre plan 
perpendiculaire à l'un de ceux dont je viens de perler , et parallèle à 
ORj formerait, dans les tranches élémentaire», deux sections parallélo- 
grammiques de même base finie, et de même hauteur infiniment petite ; 
les volumes de ces tranches élémentaires sont donc ég^ux entr'eux, d'oii 
il résulte l'égalité des solides fini» qui se composent de leur somme. 

• 334. Les résultats, auxquels je viens de jmrvenir, s'^appliquent immé- 
diatement k la cubature de la voûte annulairç^ tant droite que ra/w* 
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pante ^ dont la douelle est engendrée par le mouvement d*une deniu' 
ellipse. On peut, aussi, tirer parti de ce qui est dit, dans l'art, précp* 
dent, pour généraliser encore le théorème de Guldin, en faisant entrer 
pn considération les mouvements particuliers de translation que peuvent 
prendre les aires génératrices, dans les plans avec lesquels elles ont un 
mouvement commun de rotation, 

Quelques observations relatives à Taction des forces sur les systjSpies étendu^ 

^K figurés, 

335. Qiacune des diverses parties de la théorie de l'équilibre, démon» 
trées jusqu'à présent dans ce traité, est liée à un problême fondamental, 
dans lequel on considère l'action de deux forces, dirigées dans un même 
plan , et où on se propose de trouver , soit la résultante de ces deux 
forces, soit la force qui peut leur faire équilibre, après s'être assuré 
que cette dernière force doit agir dans le même plan qui renferme les 
directions de^fr deux autres ; et on ^ vu que les équations d'équilibre , 
déduites de la solution de ce problême fondamental , ne sont autre chose 
que des équations de condition qui , lorsqu'elles sont satisfaites , 
donnent la certitude que les forces peuvent se réduire à une ou plusieurs 
couples de forces égales et directement opposées. 

J'ai, ainsi, établi les conditions de l'équilibre des forces quelques soient 
leur nombre, leurs intensités et leurs directions, lorsqu'elles concourent 
en un point commun, lorsqu'elles agissent dans un même plan, et, si on 
les suppose parallèles, lorsqu'elles sont appliquées à un système de forme 
quelconque invariable. Tous ces résultats sont liés rigoureusement au 
premier raisonnement par lequel on prouve que deux forces dirigées 
dans un mêmie plan, ont leur résultante dans ce même plan. 

Les mêmes bases de démonstration ipe suffiront pour compléter la 
théorie entière de la statique , car je ramènerai toujours la détermina- 
tion des conditions d'équilibre des forces, pour tous le^ cas possibles de 
leur mode d'action , ^ celle des conditions d'équilibre applicables aux 
c^s où les actions son dirigées dans un même plan ; et , pour faciliter 
et abréger la marche de l'analyse , Je vais , d'abord , présenter quelques 
considérations générales sur l'action des forces appliquées à des systê -? 
mes d'espèces quelconques, et examiner quelques combinaisons de ceii 
forces qui rendent leur équilibre impossible. 
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S36. Une force unique appliquée , soit à un système libre ,soit k un 
système qui a un axe ou un point fixe, sans être dirigée sur cet axe ^ ou ce 
point, doit nécessairement mettre le système en mouvement ; la propo- 
sition est manifeste, dans le cas du système libre; nous avons établi; 
en posant les premiers principes de la science de l'équilibre , que les 
systèmes étaient , d'une manière purement passive , des moyens de 
transmission des actions des forces , et que l'équilibre d'un système , 
auquel des forces sont appliquées , exige qu'il y en ait aumoins deux 
agissant sur lui. Dans l'hypothèse d'un point ou d'un axe fixe, le système 
étant supposé de forme invariable , le point d'application de la force 
unique se trouve réduit à l'état d'un point isolé ^ assujetti à se mouvoir 
sur une surface sphérique, ou une surface cylindrique , et alors, d'après 
ce qui a été démontré, art. 90 et suivants, il est nécessaire, pour l'équi* 
libre , que la force soit dirigée sur le point ou l'axe fixe* 

337. Un système libre y d'une espèce quelconque, étant supposé en 
équilibre, cet équilibre doit encore subsister si on rend fixes, un nombre^ 
absolument arbitraire, des points d'application des forces; en effet, cha- 
cune des forces dont le point d'application n'a pas été rendu immobile, 
éprouvera, par la résistance des points immobiles, précisément les mème:l 
réactions qu'elle éprouvait de la part des forces appliquées à ces points 
avant qu'on les fixât. Il n'y aura donc rien de changé à l'état des points 
qui restent mobiles; leur équilibre, les intensités, les directions et les 
sens d'actions des pressions qu'ils éprouveront, devront être les mèmed 
qu'auparavant. 

338. Lorsqu'on a ainsi rendu fixe , dans un corps , ou on point , oU 
un axe , si les autres forces peuvent imprimer du mouvement à leurs 
points d'applications , c'est-â-dire si l'équilibre n'existe pas daits le sys- 
tème dont un ou plusieurs points sont devenus immobiles y on doit en 
conclure qu'il n'existait pas auparavant ; en effet, si l'équilibre avait eu 
lieu , les actions des forces appliquées aux points qui sont encore mo- 
biles, auraient été contrebalancées par les actions des forces appliquées 
aux points rendus fixes; or les résistances de ces derniers points, quand 
ils sont devenus immobiles, remplacent, identiquement, les effets que 
les forces qui y étaient appliquées exerçaient contre les autres forces, il 
est donc manifeste que , si ces résistances ne peuvent pas empêcher le 
mouvement du système, les forces qu'elles représentent ne le pouvuieut 
pas d'avantage» 
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339. L'inverae de cette propdôition o'a pas lieu , c'eat*k»dire. qu'on 
ne devrait pas concluve de ce que l'équilibre existerait aprea qu'oâ au» 
rait rendu un point ou un axe imntobiles^ que cet équilibre etit existé 
avant ; il est évident que ce point , ou cet axe, en ai>nullant les efFçta 
de certaines forcer , peut être placé de manière à opposer des résistances 
qui contre- balancent les actions combitiées de toutes les autre» farces ; 
et la détermination des positions qu'on doit lui donner» pour remplir 
cette condition, tient k des questions dont je parlerai bientôt. . 

340. On conclut immédiatement, de ce qui est dit »rt..338^ que deux 
forces F et Qj appliquées à unccrps libre ^ et dont les directions ne sô 
rencontrent pas ne peuvent jamais se faire équilibre, car en travei-sant ca 
corps par un a^ie fixe perpendicolaire à la direction de Py et rencontrant 
la direction de Q^ le point d'application de P tournera neoedsc^i rement ^ 
art. 336 , autour de cet axe. 

Si Taxe j>erpendiculaire à la direction dé la force P se trouvait paral- 
lèle à la direction de la force Ç j l'efTet de cette dernière n'en serait pas 
moins annullé puisqu'elle agirait dans un plan renfermant un axe fiie. 

341. L'équilibre est encore impossible entre trois forces P, Q et iî, ap* 
pliqoéeskun même corjis libre ^ et dont lestro-is directions ne peuvent pas 
avoir leurs traces dt-tns un même plan; pour s'en assurer aisément, par le 
théorème de l'ai't. 338 , qu'on fasse passer par les directions de' deux des 
forces , celles de P et 7?^ par exemple , des plans, que je désignerai res^ 
pectivement, par plan jT et plan p^ parallèles à la direction de Çy on 
pourra toujours mener, par la direction de cette dernière force, un 3«. 
plan qui rencontre, :T'^ ^ ^ et ail> moiris une dés directions de P et d^ /{ 
que je suppose être celle de P j décomposant ensuite Q en deux forces 
dirigées suivant les ligne» d'intersections du 3*. pla» avec jr et fj une 
des composantes pourra^ par hypothèse, se composer à son tour, avec 
P j en une seule force que ji'appelle JTj et imaginant, dans le plam fj 
un axe fixe,, perpendiculaire k la direction de JIj le mouvement de rotâ^ 
tion aura nécessairement lieu autour de cet axe ; donc etc. 

}1 est bon d'observer que dans- le cas ob la com-position des forces, 
dans le pian sr^ donnerait une résultante nulle , k résultante des deux 
forces î^issant dans le plan f resterait seule, et ne pourrait être nulle, 
elle même, qu'autant que P^ Qet li agiraient dans un mfme jpla«>, e« 
satisfaisant d^ailleurs,. aux conditions de l'équiLibr^r 

. . J« 
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Je ne donne. les prbposkiôns, démohtives dans cet article et dans lé 
précédent, que comme. des exemples de rappUcation du théorème de 
l'art. 388 , dont j'aurai bientôt occasion de faire un usage important ; 
car il n'était pai bécessairte de rien ajouter à tout ce que j'ai dit ailleurs; 
pour être en état <J^âiffirme*' que deux forces ne^ se font équilibre îju^au- 
tant iqu'eHes «ont égales et direétem&ne opposées ^ ét^que laf pfemîèrê 
condition de 4'équilibre, entre trois forces, est que ces forces soient diri- 
gées dans le même plan. 

. . ^ • . ■ .". .. i ^ .- ... i ..■—',' i' 

Coodidoiis de Tcc^iiUibre 4'«n syttcnM pu d-un jpc^Pf fibre , chsfori^ç iny^r^bj^^ 
sollicité paf des forocs ^[ueîcoDques. . ■ i 

.3[4S« Je continuerai à rapporter les })ôsition8 de toii3' les points 'dti 
corps ou du système, aux trois axes coordôiilnés des .-r^ jr et zj j-ap*» 
pellerai P'j P'^ etc. les forces appliquées aux. points dont l^vcoordon^ 
nées respectives «onta/^ j^^ z'i *"^j^'-i ^'Oetc.^i etîfi désignerai 
les anjgles que la direction d'une force PC"^^ ((n) étant le numéro; îdc 
son accent) fait avec les axes, des Xj desj^ et des «> par al")^,^(");, 7C"), 

Cette notation établie , je puis donner les expression^ des compo- 
santes rectangulaires des. forces jPj par rapport ^d|^,li^(?s 4e. positiotia. 
^léterminées-dans l'espacç^ 1^ valeur. )a p)us générfil|Ç'dHjne.qMaf^titQ de- 
cette espèce, est celle des composantes de jP> parallèle egt pe^pe^dicu^ire- 
à une ligne que je désigpe par lijgne i^^ et dont )es angles xespectifs avec, 
les axes des o^^ j-, et 4 sont A ^ B ^t Ç. La première composante pu 
le produit de Pj pr le cpsÎRUS de l'angle que fait cette force ,w^ç, lfi. 
ligne X^ esst égale k ....',. 

JP .{ COp. >.COS.'4^H-COS. ^.COS. j8)+€ÔS. 7 COS. Cf: 

ou à la somme des composantes P cos. ay P cos. tf^ P cos. y^ |:^arali- 
lèles aux axes coordonnés, décomposées elles mêmes, parallèlement à 
la ligne .^ Cette formule, rapprochée de celles des art. 168 et 169, rap« 
pelle ce que j'ai fai^ observer, art^ lyS, sur Uanalbgre qui existe entre H 
compontion et la décomposition des forces et des opét^atidns de même 
espèce, faites sur les momems. 

La seconde composante , égale au produit de la force P par le sinus 
de l'angle qu'elle forme avec la ligne Xj a pour valeur 

jr 1 1 — (co8. « COS. ^ + COS. S cos. fi + c.oj, y (09. C)* p. 
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^1 si on cpDD,att les moments rjsfpectift Ijin^n, de P^ par rapport aux 
axes .des cr^ j: et -5^ et la plqs courte distance ^^ entre la direction de 
Pet la ligne k^ la valeur de cette composante pourra^ art. 168, se 
mçttrp SQ^ )a forme ( / cos. A + m, cp^\B + /» cos* Q)i (^. , 

.343.. Si oj^ vçqt ^composer la fiprce P ep trois composantes rectan- 
gulaii;eq, dont Tune soit parajlèle^ à. la ligpe i> les deiix autres, qu'on 
suppose former un angle droit entr'elles, étant dirigées dans un plan per- 
^ pendiculaire à ^^ la direction, dans ce plan, d'une de ces dernières forces, 
sera arbitraire, si elle n'est pas donnée par l'état de la question; dési- 
gnant par :rf^j B''^ C^ et par \/^''^ B^') C^ les angles respectifs que 
font ces deux composantes avec les axes des x ^ y y et z y la valeur de 
la* comppsante .parallèle ^ X^ donnée d^ns l'art, précédent, ne changera 
pas, et les valeurs des doMX autres composantes, seront ; 

- i . P<^ (.COS. « co$^'Af + cosi ff cqs. B^ + cos. y cos. C^) 
P {cô9. (ï cos. Jf'^ + cos. ^f Ces. -S'' + cos. y cos. 6X') 

lléxiste, entre? leè dhgles qui entrent dans ces formules, plusieurs re- 
latioxis cohnueë exprimées par des équations. 

844. Je psisse àla recherche des conditions de l'équilibre entre les forces 
PV P''j.etc. appliquées à un système de forme quelconque invariable'; 
pour y-ârrihrer, de' là nfiàhière là pllis simple; )é réduis, par le théorème' 
de l'art. 56 ; P^j P'^'y etc. , à trois groupes de forces parallèfes, l'un for- 
mé deis.compdsantes P' cos. a'^ P" cos. ai^ y etc. parallèles à l'axe des 
a? ^ et les deux autres formés des composantes P'cos. ^^ P"cos. ff^j 
ett. , P' COS.' y'^ P^'cos. y y etc. respectivement parallèles aux axes des 
y et des z. La force P'cos. a! rencontre le plan jr'i en un' point que 
je désigne pai*'aj> dont les coordonnées sont^' iet^^'^-j'e prends sur les 
2^3[es des r et dep Zy à partir de l'oçiginciles longueurs' respectives a j/ 
ejt %z! et.fi? ,$e ^rçuve ap. milieu de la droite qui joint les extrémités de 
c.es longueMr^} je décompose ensuite, P'cosi ci en* deux forces appli^ 
qjjjéçs ai^x riv&ip<*s^xti^ijr>rtési, -c* pgrpendiculairies'àu plànj^^y oescom- 
pç»at]tps,s9ntjjart. a^Q,'.égale^* cj^acjlne, Ai^ P' cos a'> et agissent, I» 
première dans le plan xy y perpendiculairement à l'axe des jr à tine dis* 
tance %y de l'axe des ir^4'a\jtre dans le plan xz y perpendiculairement 
& l'axe des Zy à iH^e di^anpe %z' à^ raxe/des.o?. 1 > - 

On peut ainsi décomposer Je groupe des forces P'cos. a! y P"eos. a", 
etc., en deax*gi^oupW 'de forcés \ P'cos. a^^ xP''cos. oJ' ^ etc., agissants- 
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distances respectives ^y^^jf' 3 etc. a 5'^ a^z" ^ etc, de l'a^e deso?. 

Pareillement on décomposera le groupe des forces P'cos.^,P''cos.^',, 
çtc. , en deux grpqpes à/s fprces .j.P^f6$^ ff ^,\ P^'ÇP^* ^^'jt ?tc. # pissants, 
paraJi^lemei^t au|[,jf^irun.(^ans]e p|^a?ji^ Pautr/5 d^ps^le planjjr^^ a^^^ 
di^ap^es-resp^çcives 2.«z7^.j pix''^,etx^ a.^'^^ az''^ etc.. de l'axe, dççjr^^. ,^.. 

Et le groupe des forces P' cos. 7% P''^ cos. /^ etc. en deux grotip^s. 
4e forces ^P' cos. j^'^ - P^' cos. >'''^ agissants, parallèlement aux z^ 
Xun dans le plan a; 2^ l'autre 4^0» }e plai^jrf > ^^ux distances respective 
aa?%aa?'% etc. aj^>;ijr^/^,ètç^^ . j^,^ , ^ ;..> 

Toutes; Içs forcer» qui^gifi^f^t sur le fysf^|[in^4 dafif^4^. j)lan9 et dan|» 
des directions quelconques y. seront donc, remplacées , ultérieiuremejit , 
par das forces, ag^ants dans- les. trois pians cpordannés seulement, et 
partagées , sur chacun dçjces plans , en deu^ groupes de forces respective- 
ment parallèles aux aj^es que renfernjf^ ces. plans* . ,. ; 

345^ Il est évident, d'après cette dispo§iti9ï]» qaç si l'équilibre a lieu 
sur chacun des plans cpordopnés, il au^aiieu ^ans le Siystènae.fntier^ et 
les cpndLtions.de cet équilibre sont , art. 141, exprimées^ Sjugr les plans 
des xjf j ccz etj- 5 j par les équations respectives . 

^2;(Pcos.a)=o;i2;(Pcos.tf)=ï=ô;A2;|P(a^co3.«~2^a?cos.^)|=^^ 
j'^(Pcos.;a)3^o;T^(Pcos.y)?=t>;t^{ P( àa?cos.y — ^a-5Co6.«) («o 
i2;(Pcos.r^r)=»o;^JK(Pcos.y)=:^Q}ii;{P(a«cofe.^r— jîjrcos*y)|œa 
il faut se rappeler que Péquilibre ne saurait avoir lieu, pour iHm queli- 
conque de ces plans, si les trois équations, qui s'y rapportent, n'étaient 
pas satisfaites, chacune efVparticuHef, puisque, art. î4a, ilne seule de 
ces éqtiationâ, qui n'aurait pèis lièU*, tn^iqueraît'qtte'lesi forces^ agissant 
dans ce plan, ne peuvent j^^às^se réduire à dèûlc femmes* égales et^i/vc/i?- 
menl opposées. 

346. Ces neuf équations h*en forment réellement que six différentes 
entr*elles ; ainsi Téquilifere du système sera assuré , lorsqu'on auraehtre 
les forces , lès angles qu'elles font avec les axes, ef les coordonnées de 
leurs points d'application,. les équations ' ' * , 

(a) .... JS(P cos. a) =o^- 2?(Pcos. ff) ^=oj 2{PçQS.y) = o 

|:. — a? cos. ff) \ =o>' 

•« COS. a)\-=sxoj i 

^r^jr COS. y) \^0j/ . • .• 






Digitized by 



Google 



148 Statique iLÉMÈKTAtRE. 

^ui expriment l'égalité à zéro, i^ de chacune dés trois sommes des com- 
posantes, prises parallèlement aux axes coordonnés; s,^ de chacune des 
trois sommes deè moments par rapport aux mêmes axes. 

347. Non -seulement ces équations assurent l'équilibre, lorsqu'elles 
ont Hèu, comme je viens de le démontrer, mais il faut encore qu'elles 
soient toutes satisfaites, pour que cet équilibre existe, et c'est ce dont 
on s'assure, très -aisément, par le théorème de l'art. 338; en effet, il y 
aurait , nécessairement , sur chacun des plans coordonnés , pour lequel 
les équations de l'art. 345 , relatives à ce plan, ne seraient pas toutes 
satisfaites , une force libre ; si les trois plans coordonnés se trouvaient 
dans ce cas, où touteis les forces, agissant dans ces plans, seraient diri- 
gées sur l'origine des coordonnées et pourraient se composer en une 
seule résultante, qui, art. 836, mettrait, nécessairement, le système en 
mouvement, oii l'une au moins, de ces forces, ne passerait pas par 
l'origine, et alors, rendant fixe l^axe coordonné perpendiculaire au plan 
qui renfermerait' la direction de cette force , les actions dé celles qui 
auraient leurs directions sur les deux autres plans coordonnés, seraient 
annuUées, et il est manifeste que le système tournerait autour de l'axe 
rendu fixe, soit en vertu de la force unique, soit en vertu de la couple 
existant sur le plan perpendiculaire à cet axe. 

Si les équations d'équilibre étaient satisfaites sur un des plan'coor- 
donés sans l'être sur les deux autres, les forces ou les couples,, agissant 
dans ces deux derniers plans,, ou se composeraient en une seule force; 
ou fourniraient deux forces dpnt les directions ne se rencontreraient pas, 
€t, dans l'un et l'autre cas^art. 336 et 840, l'équilibre serait impossible. 

Enfin si les équations ,4'équilibre étaient satisfaites sur deux des plans 
coordonnés , sans l'être sur le 3«, la force,. €hi lia couple , agissant dans 
ce 3« plan , mettrait nécessairement le système en mouvement. 

Ainsi il est indispensable, pour l'équilibre , que la totalité des équa- 
tions, posées] art. 346 et 846, soit satisfaite. (^) 

(^] J'ai supposé ^ dans les déntonstrations ^1 occupent Tes, ^rt. 844, 345^ 
346 et 347 , et qui. me paraissent nouvelles , que les composantes des forces P 
COS. a y agissant parallèlement aux x , dans les plans des xy et Ae^ xjsj étaient 
prises de manière à être égales entr'ellet et à 7 P cos. at y et qu^on obtenaft, 
par un mode pareil de décomposition , dei forces \P cos.. g^.i P cos. y j, 
agissant paraliyemfot aux jK^et aux ^, d^MU) le,s plans do» xj, des jr^j^i 
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348. D'après ce qui a été dit» art. 141 et 142^, et d'après la marche 
de raisonnement qui m'a coiiduit aux équations de Part. 346 , on voit 
clairement à quoi se réduisent , ultérieurement , les conditions énoncées 
par ces équations ; elles expriment que des forces en équilibre, sur ud 
système de forme invariable , peuvent se réduire à trois couples de forces 
ég^es et direciemeni opposées, chacune de 'ces couples se trouvant pla** 
cée sur un des plans coordonnés. II est manifeste que lorsqu'on a vérifié 
Cjette destruction de forces pour une certaine position des plans coordon-^ 
nés elle doit se retrouver, dans toutes les transformations qu'on peut faire 
des axes sur lesquels ces platis se coupent; car, s'il en était autrement^ 
on pourrait remplacer les forces en équilibre, immédiatement appliquées 
au système, par des forces agissant dans des plans coordonnés, situés de 

des xz. Cette hypothèse simplifie les raisonnements , mais je serais égale- 
ment parvenu aux équations de Part. 846 , en établissant entre les forces trans^ 
portées sur les plans coordonnés, parallèles à un même axe et provenant d'une 
même foiree P cos. a^ P cos. tJ, ou P zos.y , prise dans i*espace, un rapport 
quelconque égal à cehii de deux nombres arbitraires m et 71. Voici , en peu 
fie mots, comment on s'en assure : prenant sur lea axes des s et des^, respec* 

tivement, des points dont les distances à l'origine soient z (1+ — } e^y (iH )^ 

on pourra remplacer la force P cos. a en appliquant à ces points , des forces 

^ „,, . i'mcos.a . ^j , , Pncos^a 

paraiieiee aux a?, savoir : j » , agissant dans le plan arif , • 



agissant dans le plan xy. Prenant ensuite ^ur les axes des z et des x , respec* 
tivement , des points dont les distances à l'origine soient z (i4 ) et a: (1+—), 

on pourra remplacer P cos. jf en appliquant à cet points des forces parallèlca 

JPwcos.^ , - _ Ptncos^ff , * , « « 

auxjr, savoir: -7- , dans le plan ^, et ; dans le plahy^. Enfin, 

appliquant à des points pris sur les axes des y et des ar, aux distances respec- 
tives de l'origine y (i -H*-^ ) et a? ( 1 H } , les forces parallèles aux z , 

Pm cos. y Pncos.y , , , ^ ' 

---—3— — dans le plan yjSy et— j — ^— dans le plan 9^, ces forces rem- 

placeront P cos. y. 

Posant entre les forces, ainsi transportées sur les plans coordonnés, leséqua» 
tîons d^équilibre correspondantes à celles de l'art. 346, les arbitraires m et ;», 
s'élimineront d'elles mêmes et on obtiendra les équations de l'art, 346. 
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mànicre que le groupe de forces agissant dans chacun de ces platif, ne 
serait pas en équilibre par lui-même; mais )'ai démontré, qu'alors, Téquî* 
libre du système serait impossible, ainsi cet équilibre existerait et n'exis- 
terait pas, donc, etc. 

849. L'évidence de cette conclusion tient particulièrement a la mardie 
ijue j'ai suivie dans les preuves éos propositions directes et inverses, re-i 
latives à l'équilibre d'un système; mais si on voulait démontrer immé- 
diatement, que, lorsque les équations d'équilibre ont lieu par rapport à 
des plans coordonnés de positions déterminées, elles ont aussi Ireu pour 
d'autres plans coordonnés, placés arbitrairement dans l'espace, les théo-^ 
rèmes des art. 171, 179 et 843 fourniraient le moyen d'arriver très-» 
promptement à la démonstration cherchée, qui, sans le secours de ces 
théorèmes , serait compliquée. 

Pour prouver d'abord que des équations de la force S (P cos. a) = Oj 
S (P cos.i^) = Oj S {P cos. y)=:o^ ont lieu par rapport à tout syS'» 
tome de plan§ coordonnés , autre que celui sur lequel elles ont été vé^. 
rifiées en premier lieu, je suppose que ces nouveaux axes des o?^ j^ et 
JB fassent, chacun en particulier , avec les anciens axes des (p 9^ et Zj 
les angles respectifs u4j Bj Cj A', B', Oj A", B" ^ C'j on aura les 
sommes des composantes, parallèles aux nouveaux axes, en substituant, 
dans les expressions des art. 84^ et 848, 2{P ces. (i)^ 2{P coi. t!), 
^ (P cos. y ) f à F cos, at , P cos. â, P cos. y ^ et on voit que ces expressions 
seront , chacune en particulier, égale à zéro, puisque , par l'état de ta 
question, on a ^ (Pcos. a)=o, 2?(Pcos. /f) = o, Z{Pcos.y) = o. 

Passant aux équations des moments, qui sont ^ = 0, fi=^o, y==o,si 
on désigne par ^^ ^ et y les sommes respectives des moments par rap-* 
port aux axes des Xj y et z j je nomme a^ b j et c^ les coordonnées 
de la nouvelle origine, respectivement parallèles aux x ^ j et z primi- 
tives et j'observe que si les nouveaux axes étaient parallèles aux anciens, 
les nouvelles sommes des moments , dont les yaleurs ont été données art. 
179, seraient nulles, puisque, par hypothèse, on a ^ = o^^=o^y = o; 
X=^(Pcos.a) = o, r=2;(Pcos.er) = Q>.Z = Z(Pcos.y) = o; 
mais, art. 171 , la somme des carrés des moments est constante pourtour 
les systèmes des axes coordonnés qui se coupent en un même point. On 
a donc, en désignant, par L,j M, y N,^ les moments respectifs, par 
rapport à trois axes rectangulaires, dont le point d'intersection « pour 
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coordonnées, aj b et c^ et qui sont, d'ailleure , situés d^uné manière 
quelconque , et conservant à Z^ M^ N la signification qui leurs a été 
donnée art. 169, L^ + M^ + N^=^ L,^ + M,^ + N,^ j d*oii on conclut 
ii,^+-M^*+JV,^=FO, puisqu'on a, par hypothèse, yCr=o,.iIf=o,JVr::=p; 
or les carrés Z,*, il/,*,JV^^ étant çies quantités essentiellement positives, 
leur somme ne peut pas être zéro, sa^s que. chacun d'eux ne le soit, en 
particulier, d'où Z,=o, 3f, = o,iV^=o. C. Ç. F. D. 

350, Les équations^-S (P cos. a )= o , 2^ (P cos. ^)= o , S {P cos. y )= o, 
aont, art. 72, les mênie^ qu'oa .aurai tppur exprimer le3 conditions de. 
l'équilibre des forces, «si ces forces étaient toutes appliquées,, à l'origine 
des coordonnées, parallèlement aux directions qu'elles ont à leurs points; 
effectifs d'applications ; d'un autre part , d'après ce qui est démontré 
dans l'article précédent, des équations, de même forme, existent entçe- 
les forces et leurs directions , quelque soit le poipt de l'ç&paçe qu'oa 
penne pour orijgine des coordonnées ;:, des forces en; équilibre sur «a 
système libre ^ de forme quelconque invariable > seraient donc encore 
en équilibre , si, conservant leurs intensités, leurs sens d'action, et les 
angles qu'elles font avec les axes coordonnés , o^ les appliquait toutes 
à un même point, pris arbitrairement 4âna l'espace..: . ; . «- v 

Gompotition • de.s forces appliquéet à un aystôme de foroie cpieleonque* Bqua.-* 
tion de coudiiioD qui doit être satisfaite pour que ces forces, aient une téaul-» 
tante unique. 

35 1. Les forces appliquées au système, suivant des directions qpel- 
conqueë, se trouvent, lorsqu'elles ont subi les décompositions expliquées 
art. 844, remplacées par des groupes de forces qui ont leurs directions 
dans les plans coordonnés; si le système ifest pas en équilibre chacun' 
des groupes de forces , dont je viens de parler, pourra se composer en 
une' résultante ou en une coiAple ; sup|)os^o<i9 quV)n ait des résultantes* 
noo-*accoUplées,< désignées par iJ,^ surle flan xy y par Bf,^ sur leiphin 
a? 2, et par /?,„ sur le plan j^ 5) représentant par À^ /« 6ti^^ resptcti-* 
vement, les sommes des moments des forces par rapport a^x axes des* 
œ desjr et des z,^ et faisant 2;(P cos. a)=X^ S (;P crs. iTj^T- et 
2 (P co9éy) =sx Z./lei. valeurs >et ^les directions de H,; B^^y et /?,„ j'se 
détermineront , art. iSçy par les équations ' * ' ' * -* 
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jî-{{x^+r^)ij ii,,^^(x-+z^yj B,,,=i(r^+z^)^ (./> 

y—(Xjr~rx)=^OjfJL~(Zap—Xz)=0JÀ—iyz—Zjr)=:^O ...{B) 

35ia. Ces trois forces ^,^ /f„ j /î,„ ^ agissant dans les plans coordonnés, 
peuvent toujours être réduites àdeux,soitp9r le moyen indiqué art. 341, 
soit par d'autres procédés et le problème de cette composition est en 
général indéterminé; mais il y a, aussi, une infinité de cas qui donnent 
une résultante unique et qu'il est important de reconnaître par les rela- 
tions particulières , qui eicistent, alors, entre les données du problème; 
pour trouver ces relations, j'observe que si cette résultante unique, que 
je désigne par Bj existe, elle doit être capable, ou de remplacer toutes 
les forces du système, ou de leur faire équilibre, suivant le sens dans 
lequel elle agit. Ainsi en lui donnant le sens d'action convenable , les 
trois sommes de ses composantes et de celles de toutes les forces, prises 
parallèlement à chaque axe, doivent être, séparément, égales à zéro, 
et les sommes de ses moments et de ceux de toutes les forces, doivent 
aussi être nulles, par rapport à chaque axe en particulier, puisque les 
équations d'équilibre de l'art. 846 ne sont que renonciation de ces di* 
verses conditions; nommant donc, a, ^et y, les angles respectifs formés 
par les directions de B et par les axes, des x des j^ et des z , faisant 
S(Pcos.a) = Xj S{Pcos.g)=r^ i:(Pcos.y) = Z^ et désignant 
par Àf fiety, respectivement, les sommes des momerits des forces P, 
par rapport aux axes des a?,^^ et «, les équations d'équilibre de Tarticlç 
346 deviennent 

(-^'). .X — B COS. a = pj F — B cos. ^ =o;Z — B cos. y =50 
(B) . . Xr^{Yz—Zj) = o\fJL—{Zx—Xz)=.q\ y-^(X^~rcc)=o 

les trois dernières qui appartiennent aux moments, et qui sont, en même 
temps j le3 équations des projections de la ligne de direction de B sur 
les plans coordonnés , se trouvent identiques avec les équations (£), des 
directions de B., B,,^ /î,„, données, art. 35i ; ces derrières directions 
sont donc les projections orthogonales de celle de B sur les plans coor* 
donnés, et si, comme on le suppose , toutes les forces du système (que 
/?, , Bf, et B„, peuvent représenter ) ont réellement , pour résultante 
unique , I9 force B^ les équations des directions de J{, , Bf^jJH,,,^ suc 
les planjs coordonnés , qui , dans ce cas , sont , cpmpie on vient de le voir » 
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Jes équajdpps de lai direction de cette Résultante unique, f dans Vcs^içe^ 
doivent satisfaire aux.jconditîons d'après lesquelles trois équations entre 
<F^j^ et .4 appartiennent à une méroe droite ; la re-çherçhÇ; qui ppii^s QÇr 
çi^pe., sçrtroHYJe dpoc r^uite;,à des cppsi^^érs^tions^ de jpure g^oiéfr^. t , 
Les^ç(>nditiipn& d|9ntjje.vifjc^,>df;jparlçr» conçiftjeïUÇ.dafi^^u^ çert^jpç 
relatipfi^entre^les xofistf!PteS}de€^;équations (B) f^ qu'fln,jlffRU(ve a^sémenl;, 
jçn les* ajoutant y après avoir multiplié par. X^. celle -qui contient -i^ par 
yj celle qui contient ^^ et par Z^. celle qui contient;!'^; les termes va- 
riables disparaissent de la somme , et on a , entre les quai)ti(^sr jcq^^es ,» 
réquation ypique;. , „ ..,^,. . ,./. .. ,, .,^ ,, ^^y ,. vo, .,^ ^ ..;;^ ^ * 

que J'ai donnée, le premier,' et tjui se trouve dans le plan Yaisoiiné de 
moh cours (*) publié an Tan IX (i8ôo); M^ Poinsot Ta ensuite,' déduit 
de sa théorie des couples Ji voyez lé traîïé dé statique c(u*iPa*fàît inir 
p'rii^ei' éh Pkrr'Xfiv'(ïSb3y; e^ lé tômè 6Mu jolirilai deTÉtolé Pôïyïeèh. 
toiqire'iiiî^âir)bupëtffMy^'Y r'. -.-: '^) ./ ••.•m:/^ — >.., 

353. Voici des rapprbcbemèntjr curieux entre l'équation deTûrf. prtr 
cèdent et la théorie générale des moments exjibsèe art. iSy et suivants. 
J^bserve ,' d'abord ^ que , tbrs^ûé cette équàîion a 11 Ai' pour un systjèftic 
d*axes coQrdôilnés dontlMhtéi^ectioii'cônrfniunîe^st à trtt[J6înt déterminé 
de ^espace , eHei a^jssî lî^d pour tout âuét^e systêAié d^axés fcodrjîibnnéîs 
ayant 'Iieur4ntei-sé'ctî6ri^bc/rnmane au même point. Cette pt-oposîtîon / 
dont la vérité est déjà assurée jiar des considérations nriëcaniqUes, peut 
aisément se vérifier; par ^es considérations purement analytiques, au 
moyeôs des théôrêmiSs dès art. i 68 , 842 et 848 ; ensuite /si , dans réqua- 
. tion de Tart. 1S4 ,on suppose que le moment maxin^um^X; si? rappQrt;e 
àTorigine des Xyj et «^ c'est -à -dire au point pour lequel on a ^=p^ 
t=^Of c :;=o, û sera Tangle formé par Taxe du moment niaximum , rapr- 
porté à cette origine; et par la direction de la résultante générale /P. 
L'équation de IV^* précédent exprtmp donc, que , lorsque Taî '^i^ultigÊitë 
est unique, cet ^ngle^. doit éfre un angle drpit Déplus -^^ Af+^l^+yZ 
étant iine som^me ' constante par rappoVt à tpus les poiiîïs diî systèn^ 



» i I ' > I 



(^) Plan raisonné 4e la piàrfi^ dé FenseJgnemtJit de ^Éqqf^ JPql^fâ%h/^^s , 
^y^f^^P^^rpl^fit^réiiyfklili^fetlejriÇ^^ 
Au IX (1800). . I 

» ?9 
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puisque la seble quanti té*K^ de Péquation de l'article dté, tenferme lei 
coordonnées a^b^Cj variables d^un point à Tautrc de ce système > si 
èo8. ^ est zéro, pour tm de cei points, il le sera pour tous les autres , 
et K cos.^s='o sera applicable à l'étendue ehtière du corps. Ori prouve 
âitiii par des cbnsidiérattbns purement analytiques' que, lorsque Téqua- 
tioh de condition dé Fartrcle précédent, est sàtisfaîté^ eti rapportant 
les moments ^^ ^ et y à une origine et à un système d'axes coordonnés 
particuliers, elle doit l'être encore poinr toute autre origine et tout autre 
système d'axes. 

Enfin, art. 1 86 et 194, la somme des moments des forces, prise; 
relativement à une parallèle quelconque ^à' la direction de la résultante 
générale /?^ et la valeur du moment minimum maximorum ^ sont, 
l'une et l'autre, égales à zéro dans le cas où les forces, appliquées au 
systèpie, ont une résultante unique. 

On ypUf par ce rapprpcheixiept , et par les réeiuJtatS' généraux ^ k 
théorie démontrée depuis l'art. 34a , comment les prppo^jjtions, démoi;i^ 
trées sur les moments,- qui n'étaient d'abord que des vérités purement 
^géométriques (comme je Pai observé art. aoo) se trouvent liées aux, 
questions dans ^leaquel^les les actions des, forces entrenf en considération. 
; 354. Loi^squp Véquatio^. préCjédeiïte est satisfî^ite , l'intensité , Ja direc*^ 
tion, çt.Ie cens i^^aptiQKi de la, résultapte unique, dopt icfettç équation 
assure l'existence, sie déterminent aisément parJea équations;(-/^'}iet (-B) 
<îe Tart. 35ia, les équations (-rf') dotment 

-^=(-^f +:-^''^,+ Ços.^=:-^jr cos^yî=r^-^ . . 

et les ^équations (^^sont ceîTes de la ligne derfîrection dé i?r 

La somme des moments des forces est nulle tant par rapport â la Tîgne 

Aînt je viens de déterminer ]a position que par rapport àtoUtesles droite» 

qui pourraient la icôupér sous 4^s angles quel œnque • ., ' i 

. chol^ Un peut rems^rquer que les équations 1^4^ } de l'article 35i jp 

^onrient'ï?/+^>?,/+X,^^^ d'oi èi conclut 

' SdévDaxis Ife ca^ôii l'équation de condition (C),f dé l'art. 3&2 , ne serait 
pas fetisfaftiJ ;i*t oii'y par côiisè^ii^nt', léi forces db systéhre nt pdurraieri# 
pas être remplacées par une résultante unique, oq aun moyen, di^ç 
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dtiilMiitiwi et ffur j'ai «xpiiqiié i> sm.ii78^:ârki9 aomposên^nxnBCisqBla 
force et une couple; oe»inoy«n consistera. faire^pMseif^i^ilGirignietKlra 
a>yjret t^{Cfùi peut être un point «foelconque attaché au tj9tème)dei^ 
lignes fiarâUè^ts «uc dh-ections de itootes le» forcer Py et à^faâra'hgir^ 
en seni coMraii«s» lur ohaaunoidA'pes It^lMytiaiii ftmeBJ^gaiesi^tHelMi 
et>àlâf<prce P qui leur est! pâo-allblé. - '• -. :r /» ^ ^jcjoci;;î •:(] ,o/i?: 

Cette d'&po^fûoh ne ^êngfimfm k Vét9itû\siy$^t^ 
observé à Tart. cité ^ mats si on compose en une seiiile résultante JUjîéikes 
les forces appliquée^ à l'origine, qui ont lé même sens dr'attioh.que héura 
correspOddànt^^ctei^ le système^ il Âe «estera plu^'qife)ées^coa]ptes<de 
fonces susceptibles d'êlre ciômposéefis ^ une eodpletittlqûe, aihti^^fé 
vais te démontrer. - ' • -' ^ . . ' ' i ^ »'"* ' '^ - -■• -' : '-'^ -' -' ï ^ '- -^ 

D«t couples dès forces ;^ qui agitàeat dans des plaps «dkfiexeof |. .^ , , , 




jsystéme de forme quelconque invariable, il suffît de poser., entré les 
forces qui composent ces couples, les trois équatiots (^) de l'art. 846 
qui se rapportent aux .momf^nts des forces, puisque les ^troîs eq^uàiiôns 
(^) sont satisfaites /i /;r/ori^ les sommes dts composantes para] fêles aiiî 
axes étant évidemment nulles lorsque les forces, en iaombre pàir^ sont 
deux-k-deux, parallèles, égales, et dirigées en senjs opposés. ' * 

358. Soit x ^intensité d'une. des forces égales qui composent ulie 
couple., f la distance entre leurs directions, à l'angle àue forme, ave^ 
le plan jyr^ la droite perpendiculaire au plan de cette couple, (c'est-a- 
dire, au plan dans lequel agissent les forces ^)', droite qiie j^àppênerai^ 
dorénavant, axe de la couple j et n le complément de l'angle que for- 
me» avec l'axe des a?, la ligpe d'intersection du plan delà coUple et du 
plan xj, que je désignerai par ïi'gné {ri) , je puis, d'après ce qui est dit, 
açt. - ^ » ^ ' •-• ' •- • v-*^*«^'' v ^' 




mant/7 la perpendiculai re menée, de l'origine^ sur la ligne (ji) le moment de 
ta couple , par rapport k l'axe des z , aura pour valeur x(p + 6sin. ^) — xp^ 
çu x€ sTn. ^j ses moments par rapports aux axes des x et des r serdnff 
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néspectîrement 3( ^ cosa a? toAn.'^y etxs s\x\. 2? costn. fpi ees viJeurs^oot- 
Cfl^nepeut pas ^us. aisées^ vérifier, en observant que les distances eatre 
les directions des forces de la couple , prises. parallèlement au plsm x^ 
?t à Taxe des j^j sont, respectivement, e sin. ^ et « cos. ^j et que celle 
de oêa, forces. f|ui est pladée dansile. plan apj'^ a «es moments égaux à. 
zéro, par rapport aux axes des x et dës;^^ les composantes respectives 
4^1'aiitreforce, perpeadiculaireè'aux mèmes^axes, étant ^ cos* iqetfe sin. 77. 
> 359.. a.j ^et '/j désignant, respectivement, les angles formés par Taxe 
de Id couple et par les axes des x^ de^ jr et des ^^ on a, article ^8, 
eus. îîlcoft.^r=qè:coSp>a>i^ÎDu >e €08. ^4=çoSt.<f j sin; ^= ços* y yet eniida- 
troduisânt. ces valeura-dans les> explosions dç l'article ; pnécédeQt , on 
trouve que la couple a^f donne, par rapport aux axes d^ ccj desj^ €|t des 
z , les moments respectifs x a cos. a^xe cos. If j xe cos. y. 

36o. La distance p a disparue de ces valeurs, qui ne contiennent que 
le produit x e^ et les quantités angulçiires ; aii\si les moments d'une couple, 
par rapport aux axes coordonnées , restent les menées non .seulement 
lorsque la couple prend toutes les positions possibles, dans son plan , 
xnjais encore lo'rsqu^dn la transporte de ce plan sur un autre plan quel- 
coqque qui lui est parallèle. En général l'effet d'une couple, sur un sys- 
tème, est indépendant, tant de la position de son axe (lorsqu'il demeure 
ÇaraÏÏtjle à une ligne fixe ) que de la position du point d'intersection- 
de son plan avec ce même axe. 

' 36i. J'ajouterai que le moment d*urie couple x e, par rapport k une 
ligne tracée arbitrairement, sur un plan perpendiculaire à son axe, ou 
parallèle k son plap, est toujours égal à zéro; cette proposition peut se 
déduire' des valeurs trouvées, art. 368 et 35^, qui se réduisent, dans ce 
ciàs/^u produit de !i> par une quantit^ nulle, mais* on voit,' sur le champ , 
èahs recôupr à cçs valeurs, que là somme des moments des deux forces 
de la cpuple, par rapport à toute ligne tracée dans un plan parallèle au 
sien , sera , nécessairement , composées de deuk termes égaux et der 
Signes contraires.' 

*" 362. ti('SapVés' ce quVpvécède, si 'on a' un nombre quelconque dé 
couples,* appliquées à un système de forme invariable,' Paxe de l'une de 
cps couples, désignées p^r xs j faisant avec les axes des x, des j^ et de» 
z^ les angles respectifs a^Jf et y^ on aura art. 369, pour les sommes 
Respectives de leurs moments par rapport aux axes desâ? Jdès r et dcB 
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ii^les yaleurs 2^(;^ecos.a)^ 2{ic€coB. ff)^ S{x€cos.y)j et,. article 
357 , les conditions de l'équilibre de ces couples seront complètement 
exprimées parles trois équations (^) de Tart. 346 qui devieiwent^ dan», 
le cas dont il s^agit ici, 

2{x€Cos. a)±=iOj S(xecos.(f)=^oj S(xecoB.y)=o 

363. Si les couples ne sont pas en équilibre, on ne peut ni lès rem- 
placer ni leur faire équilibre par une force unique qui donnerait, parais 
lèlement aux axes, des composantes que le système des couples n'a pas; 
il n'y a donc qu'une couple qui puisse remplir ces conditions^ et en 
^désignant, par r^Vune des forces qui la composent, par e la distance 
entre les directions de ces forcés, et par djlfjyj respectivement , les 
angles que forme son axe avec les axes des x ,y et 2 ^ on a les équations 

jTe COS. a — -S(^tf COS. a)^=o 

JTscos.S^ — 2^(^£co6. ^) = o . , } 

T'^cQs.y — 2?(;if^cos. y)=30 . n 

les lettres x^ê^a^iS^y sous le signe X^ repufsentant les quantités^ aceetK 

tuées ^ y ;/'/ etc. ^ ^ tf^j etc. af^ a!' y etc* qui serapportent à chaque CoupleJ 

En désignant par 2î,> JS,^^ -S,,, ^ respectivement v les sommes qui 

forment les 2®< termes de la i'® , de la £« et de la 3^ de ces équation, on a 

H jS 2 ' 

COS. a — -=r- J CO^, if = -tt~- / CÔ5. V = ■ Jf i^ 

JTe lê ^ xe 

Pune des deux quantité» JT et e es* arbitraire, et rai;ie4e la couple jT* 
peut être dirigée par un point quelconque de l'espace, pourvu qu^il fasse 
avec les axes Coordonnés, Jes angles qu'on vient de déterjiflineri 

364. On revoit dans ces équations, entrçf la couple résultante et le3 
couples composantes y exactement les mêmes relations déjà trouvées, 
art. 170, entre le moment maximum et les moments des forces quel- 
conques appliquées au système ; les ijnêmes équations prouvent aussi ,' 
ce qu'on savait déjà, art. 176 et 36 1, que la couple résultante n'a de 
moment par rapport à aucune ligne tracée dans un plan perpendiculaire 
à son axe, aiiisi la théorie â laquelle Tart. cité appartient, a une liaison 
intime avec celle qui fait Tobjet des art. précédents. 

365. 11 est aisé^ d'après les fgrmuks de Tart. 363, de remplacer toute» 
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les fortes'âpplî<jttéés à un système, par une fôrèé, nc?n accotifîléé]! et paf 
«ne couple, dànà les cas où oh ne peut pas obtenir dé tésuitàAte iMique. 
Pour cela on stppliqvetà, & ror'rgine , ées forcés égalés et parallèles à celles* 
du système, ainsi qu'il est expliqué art. 178 et 356; on dtifa aimrA Tori-' 
gine, une résultante g^érale Hj de toittes tes forcesT^jui y agissent dans 
le mfmei seji$ .que .leurs correspondantes dafis le système, laquelle se dé«« 
terminera parles formules de l'art. 65. Il restera ensuite autant de couples 
que de forces primitivement appliquées au système, et chacune de ces 
forces , sans avoir subi apcune espèce de changement, fera partie d'un^ 
des couples. Considérant, ensuite, que les moments des» couples sont le^ 
seuls moments du système, puisque les forces déjà composées sont ap-< 
pliqpées à l'origine , et que, de plus » une des forces de chaque couple 
passant par la même origine, le moment de cette couple est identique 
avec le moment de l'autre force, on a, en donnant kÀ^ ptj ylessigni^» 
fications convenues art. 3Sa, ^, = Àj S,,=ifi^ X,,f^=s^v y et les couples 
introduites dans le système par les opérations indiquées ci -dessus, se 
composeront, en une seule JT^^ qu'on déterminera en substituant dam 
les équations de l'art. 363, pour ^; y Z„ j £,,,, les yaleura qvi'on vient 
|}'asâigner^ et là résultat de la substitution donnera 

COS. a.= --y^ s cos, a= -£,- j cos. y =s-=r- • 
J^€ le ' 4 6 

Cette couple re^ et la force /?, pourront remplacer toutes les force* 
4u système, ou leùf faire équilibré, suivant lé^ sens dans lesquels on leà 
fera àgm • - 

366. L*angle formé par l'are de la couple ZV j et par la direction de 
la résultante Rj a pour cosintis 

- -•• • - ' — n.re, 

Lorsque cet angle sera droit , le plan dé la couple se trouvera parai- 
ièle àla direction de Hj et ce plan pourra, art.36o, être placé de ma- 
nière à renfermer R. Lès forces de la couple se composeront, alors, avec 
/?, en une résultante unique, et comme la condition de l'existence de 
cette résultante est que le cosihiis , dont je viens de donner la valeur 1 
poit égal â zéro , on Texprirne par l'éqùàtion 
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c'est celle qui a été déjà trouvée , art. 35a , pour exprimer la même 
condition. 

367. La partie de la théorie des couples , exposée dans les articles « 
précédents , y a été considérée comme une conséquence die la théorie 
de l'équilibre d^jn système de forme quelconque, démontrée depuis 
Part. 342 jusqu'à Tart. 356; cette méthode a réuni les avant!ages défaire 
faire aux élèves , en peu d'instants, une étude utile et de fixer plus long-» 
temps leur attention sur une des parties les plus importantes de la stati- 
que ; cependant toutes les propositions relatives aux couples peuvent se 
rattacher immédiatement aux premières notions sur fa composition des 
forces, et être ensuite employées, comme bases de raisonnement, dâri* 
la recherche des vérités dont je les ai déduites comme corollaires; c'est 
là ce qu'a fait M'. Poinsot , dant %di statique ^ et dans le mémoire cité 
art. 199 où il a le premier, présenté une théorie dès couples^ également 

neuve et complète, avec se^s principales application!^.. ^ 

' '.• • ■ ' ' • '' • ' , • , ,. NI-» 

De l'équilibre d'un système de forme invariable , lorsqu'il y a ^ dans ce sys-' 
téme , un point ou un axe fixe. Pression du point et de l'axe fixe. Forces qui 
peuvent établir l'équilibre lorsqu'il n'existe pas« 

368. Un système, ou un corps, de foiroe invariable, iétant supposé 
avoir un point fire , je puis , sans nuire à la généralité des résultats , 
prendre ce point fixe pour origine des coordonnées ; Continuant d'ailleurs 
à me servir de là notation convenue art. 84^ et 35t , et rédotsant^ par 
les décompo^tions expliquées art; 844, toutes les forcrt appliques aux 
différente points du système, ou du corps , à deà cbm^âtntè^ tpaî agis- 
sent dans les plans coordonner, j'ai , dans ces plans , les résultantes 
JR,^ Rffj R,f,j dont On trouve, art. 35i , le» valeurs^ données par les 
équations (/^) ^au-dessous desôuelles se trouvent les équations (É) dts 
lignes de direction de ces forcée. ' • ' ' ' . - ' * 

Il faut, pour l'équilibre, art. 146 et 146, que cliacunfè des^feVee!* /P,> 
i?.,^ R,„^ soit dirigée sur le point fixe du plïih dahs lequW eîle^âgit, 
(ce point est, ici , le même pour les trois plans, fcWlVrigine coftrmime 
de .T^j' et 2) et on exprime cette condition, en égalant â zéro lé ternie 
constant de Téquation de la ligne de (lirection de la ré^t^taûte^ Hori^^fne 
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des coordonnées étant au point fixe ; ainsi , l'équilibre du système, ou du 
porps, de forme invariable « retenu par un point Rxe, a lieu Ior8<}ue les 
éauations suivantes sont satisfaites 

À = QJ ff — OJ ^, = 0.. ■ [ • .- 

Ce sont les trois équations (^) de J'art. 346, obtenues, ici, en égalant 
h ziro le? termes constants des équations (B) de Tart. 35i. 

369. Les conditions de Téquilibre d'un corps, dans le cas d'un point 
fixe, sont donc comniunes à ce cas et à celui du corps libre, elles consisr 
tent dans l'égalité à zéro de la sonime des moments des forces, par rap<» 
po^t h ch?\que ^;ji:e coprdpnné, ep particulier, énoncée par Içs trois équa- 
jtipns À =0 , fiL^^o^ y = o ; pfjais l'éq.uilijirè du ço^j-ps libre eiige',. de 
plus, que le^ sommes des, composantes parallèles à chacun djçs axes coor- 
donnés spîent nul)es, ce qui donqe comme pn a vu, art. 846 , trois autres 
équations ^==0, I^=^p9 3 = o> 

^,, Syq. Lprçq^e les équations de l'équilibre de l'art. 368, ont lieu par 
rapport à un systêprie de plans coordonnés , dont l'intersection cpmmune 
est au point fixe , des équations de même forme ont lieu par rapport à 
tout autre, système de plang cpordpnnés qui se couperaient au même 
point ; en effet le$ sommes des moments, sur les nouveaux axes , res- 
pectivement correspondantes k Àj (i et y. étant désignées par 1,^ y-ny^ 
pn aurait, art. 171 , À^+fi^ + p^ = Àf^+fi,^ + v^^j d'où on conclurait| 
jçomm^ àJ'art. 349^>i,r=yîO,^,==o, y;,=po., » . . ; r. î : 

,37i, pnfift Péqvi^ibre, qui est assuré par le$ équations de J'art. 368, 
pe peut ftvoir lieu qu'autant que ces jéquations sont, toutes trois satis- 
faites, ca.ir, Sr'^l ep était autrement, les résultantes /?, , Bf,,j Tî,,,^ pu une 
jiartie d'«atv'e'I<^s, ne passeraient pas par k point (îxf , art. 145 et 146, 
fit l'axe. cooi;4opn4i» R^rp^ndiculaïre ap p)an sur lequel sç trouverait une 
de ces forcçs, nop dirigée sur le point fixe, étant supposé impiobile^ 
Je corps prendrait nécessairement du mouvement a^^tour de cet axe^ 
j5irt.336j l'équilibrij eyiçe donc, art. 338,^ quej R,j B„ et,-/?,,^^ spient 
toutes dirigées sur le point fixe, ou que le^ équations ^=o,^/i==o, y=Q 
sotenttputes trois satisfaites. .,., ,, . 

. 372.' Eour détermiiier la pressioi^ que ^uppprte le point fixe , j'observe 
que les résultantes R,j iî„, iî„,^ qui agissent dans les plans xy^ xz^jz^ 
tt dont les vaIe^r3 sopt .données par leç équations (^) de l'art. 35 x , 
^lf^\f par h)^poth.^e^ dirigée^ 3ur l'origine, ou le ppipt fixe, les comjx)- 

çantçf 
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santés de ces forces, prises parallèlement aux axes coordonnés, doivent 
agir dans les directions mêmes de ces axes. Or les plans ayr et xz four- 
nissent, chacun, une de ces composantes, égale à r^j ^^"S le sens des 
a: j IdL somme des deux étant X^ et on trouvera, de même dans le sens 
iiesjr et dans le sens des Zj les forces respectives J^ et Z^- la pression 
du point fixe sera donc = f^jr* + JT* ^z^ j valeur de la résultante de» 
"forces Xj JTj Z appliquées à ce point. 

Cette pression étant désignée par ITj la ligne, suivant laquelle elle 
-se trouvera dirigée, fera avec les axes des ^r ^ j^ et -s des angles dont les 

X y Z 

.cosinus auront, art. 65, pour valeurs respectives, -jf-j -jj- j -jf • 

378. On voit, par ce qui précède , que lorsqu'un système, ou un corps 
de forme invariable, retenu par un point fixe et sollicité par des forces 
quelconques, est en équilibre, la pression du point fixe est la même 
que si toutes les forces du système étaient immédiatement appliquées à 
ce point, parallèlement aux directions qu'elles ont sur leui-s points effec- 
tifs d'application , et en conservant leurs sens d'action et leurs intensités. 

374. 11 me reste à compléter la théorie exposée dans les six articles pré- 
cédents, en déterminant, pour le cas oli l'équilibre autour du point fixe 
n'existe pas, la force qui , suivant le sens d'action qu'on lui donnera, 
pourra, ou établir cet équilibre, ou remplacer les forces appliquées au 
système. Je fais, d*abord, relativement k ces dernières forces, l'opéra- 
tion expliquée, art. 178 et 356, les nouvelles forces introduites dans le 
système étaqt appliquées au point fixe, qui est l'origine des x yj etzj 

icette opération me donne une résultante générale R=\/ X^ + F^+Z^^ 
dont l'effort est détruit par le point fixe, et il ne s'agit plus que de trou- 
ver la résultante des couples qui restent dans le système ; ce problême 
.Ç3t celui qui a été résolu, art. 365 , où on a vu que, la couple résultante 
cherchée étant représentée par le produit T'cj sa valeur et la direction de 
«on axe se déterminaient par les équations 

JTe = J/^À^ +fi^ + T^j cos. a = ^j=r'J cos. ^=-^ j cos. y = -^ 

cette couple existe donc dans un' plan passant par l'origine, ou par le ' 
point fixe, et formant avec \es x j j' et z des angles respectifs, dont les 

«înus sont jÀ:\/À^ +/x^ + y* ; m : y/À^'+fA^+v^ ;>: ^/.î'^+^' + y^.On 
I £1 
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peut $iLi|^H>9er qu'une des forces r ^ qui la couiposent , est constam - 
ment appliquée au point fixe, et, 4ans ce c;is, on remplace toutes les 
forces «du «ysteme, op on leur fait équilijbre à valante, en appliquant 
k un point, pris arbitrairenientdans le plan dont \t viens de déterwiiner 
la posiition» ^n^ force JT^ d'inteBs^lté pareillement arbitraire, agissant 
à une distance (/:*+/r* +y* Y - -^^w point fij:e; ou, ^ on se donne la dis- 
tance € de ce point fixe k la direction de la force r j cette force doit 
avoir, pourvateur, (/î^ -^-fjL^-^v^y: s. Si i^eâtdestinée à étaWir l'équilibre, 
la pression qu'éprouvera le point fixe , lorsqu'on aura obtenu cet équi- 
libre , se déterminera par les formules de l'art. 872, dans lesquelles on 
introduira la valeur de JT et ses angles avec les axes. On peut ainsi 
profiter de ce qu'il y a d'arbitraire dans l'intensité ou .la dir€ct<ion de 
T'j pour reovplir ceit aines conditions relatives à la pression. 

375. Ocuppons nous maintenant des questions relatives à l'équilibre 
rSiutour d'un axe fixé. Je^uppojsç qjue cetax,e est celui des z et, conser- 
vant la notation adoptée depuis l'ai't, 368, je commence par remplacer, 
comme aux art. 844 et 368, toutes Jes forceç appliquées au système par 
des forces agissant dans les plans coordonnés, parallèlement aux axes que 
renfermentces plans, sur lesquels j'ai lf« troi§ composantes/?,, /?,,, H^,^ 
d^mt les équations de l'art. 35 1,. donnent les valeurs et les directions. 

L'axe des z étant l'aoce iîxe, les efforts des résultantes iî,, et /?,,, sont 
annullés par la résistance de cet axe , et il ne reste plus que la force B,^ 
-dans le plan xj-j qui puisse mettre le système en mouvement ; les con- 
.ditions de l'équilibre -se réduisent donc à énoncer que cette force /?, 
•est dirigée sur l'axe, ou que Je terme constant de la première des équa- 
tions (B) , art. 35 1, est égal à zéro, ce qui donne pour équation unique 

d'équilibre. 

y = 

laquelle exprime que la somme des moments des forces, pris par rap- 
port à l'axe fixe, doit être nulle. 

876. Loreque cette équation a lieu , l'équilibre est assuré, et il est 
évident que, si elle n'était pas satisfaite , la force B, qui, alors, ne se- 
rait plus dirigée sur l'axe fixe, ferait nécessairement tourner le système, 
ou le corps, autour de cet axe. 

Ainsi , des six équations qui doivent être satisfaites pour Téquilibrie 
d'un système ou d'un corps libre , tcois suffisent si on rend un ppin^ 
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fixe dans ce système , et il n'en faut qu'une dans le cas d'uti axe fijie. 

877. En traitant de la pession de l'axe fixe , je supposerai que cet axe 
'est retenu k deux points seulement ; je placerai l'un de ces paLnts à rori» 
gine dies coordonnées^, Tautre à une distance c de cette origine, et la re- 
cherche de leurs pressions conduira à des résultats, qui auront toute la 
généralité que peut comporter une question de cette nature. 

Pouf arriver promptement et facilement à ces résultats» je considère 
l'axe de rotation comme libre ^ et je me propose de mettre le système 
en équilibre, au moyrnde trois forcesi désignées par N^, ZV^,> ^nf» '^ 
première appliquée k ToôgHie des coordonnées, dans. le plan xy^ faisant 
un angle t,^, avec l'axe des a? ^ la deuxième, «q^pliquée k l'autre extrémité 
de c perpendiculairement kc^ ouk^^ et faisant un angle t/',, avec le 
plan xzj ou avec l'axe des x ^^ la troisième enfin agissant dans la direc- 
tion de l'axe c ou z. Les conditions d'équilibre entre ces forces et celles 
dont le système éprouve déjà l'action donnent, art. 84^, les équations 

iV,cos.iA, + iV^cos. yft„—X 
^'^J < N,„^Z 

on a par hypothèse, art. 875, une 6^ équation y=o. La quatrième et 
4a cinquième équation donnent 



tang. ^„ 



^ 



et en substituant , dans la i »• et la a* , les valeurs -^et — de N„ GOS-vt,,' 

* c 

«t N^ sim y^fi,, f tirées de ces mêmes 4^ et 5« éqtudcma^an.a. 



tang, W, == — s ^ ... 

enfin la troisième équation donne 

K,) iv-,„=z. 
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Telles sont les intensités et les directions des trois forces qui tiendraient 
l'axe immobile s'il n'étoit pas retenu aux extrémités de c j et qui en 
général fourniraient les cinq équations à ajouter à Téquation y =o, pour 
tenir en équilibre le corps supposé libre. Ces forces représentent donc 
les pressions que l'axe éprouve lorsqu'il est fixé ;les deux premières lui 
sont perpendiculaires, aux deux points par lesquels on le suppose retenu, 
la troisième est l'effort qui s'oppose à son mouvement dans le sens de 
sa longueur. 

878. Les deux pressions normales ne sont pas en général , dirigées dans 
le même plan ; ce cas particulier a lieu, lorsque les angles \t'etT^"sont 
^gaux entr'eux , ce qui donne l'équation de condition 

xx=ftr 

à laquelle on parvient en égalant les valeurs de tang. \^, et tang. t^„ . 

379. Toutes les composantes Pcos.y étant supposées nulles et l'équi- 
libre, autour de l'axe fixe, ayant toujours lieu, le système ne sera plus 
sollicité que par des forces agissant dans des plans perpendiculaires k 
l'axe des « ou à l'axe fixe, et on aura 

X = 2 (Pz COS. ^)^ 
fjcz=: — 2^(Pscos.a)^ 

les quatrième et cinquième équations ( 772 ) de Tart. 877 deviendront 

ciV„ COS. 'ip,, + S (P Z COS. a) :=^ o 

c NffSxn.^pf, — S (Pz COS. ^?) = a 

ces deux équations, les deux premières de l'article cité, et , par consé- 
quent les valeurs de JV, et iV„^ sont les mêmes qu'on obtiendrait si toutes 
les forces Pcos.a^ dont se compose X^ et toutes les forces Pcos. ^dont 
se compose 1^^ (l'angle if est, dans le cas actuel, complément del'iangle 
a) agissaient, respectivement, dans le plan xz et dans le planez ^ aux 
tnêmes distances 5^ du plan xj^ auxquelles se trouvent, par rapport 
à ce plan, les directions des forces P^ qui sont supposées lui être paraK 
lèles. . 

On conclut de fà que, lorsque <fes forces dirigées dans des plans per- 
pendiculaires à un axe fixe, sont en équilibfe aufoUr de cet axe, elles^ 
lui font éprouver les mêmes pressions que si elles lui étaient immédia- 
tement appliquées, chacune dans le plan noroKil à cet axe où elle a sa; 
direction.. 
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38ô. Si les forces en équilibre autour de Taxe fixe, dans des plaos 
perpendiculaires à cet axe, sont des couples, on aura 

S{Pz cos.a)=o^* 2(Pz cos.if ) = ô^ 

(observez qu*à un même z^ correspondent, par tout, deux composantes 
P COS. ayOwP COS. iS^ égales et de signes contraires) et , par conséquent, 
iV, = o et iV„=o. Les pressions sur Taxe seront donc nulles dans ce 
cas ; cette proposition peut se déduire de la propriété, démontrée art* 
36o, des couples qui ont un même axe ; leurs plans peuvent couper cet 
axe commun , en des poînts quelconques, sans que leurs effets soient chan- 
gés ; mettant, d'après cette propriété, toutes les couples dans un même 
plan, on leur appliquera, alors, le théorème de Tart. 246, ou on a vu 
que des couples en équilibre, dans un plan, ne font d'effort sur aucun 
point de ce plan. 

38 1. Dans le cas contraire à celui des deux articles précédents , 
c'est-à-dire , lorsque les forces parallèles à Taxe immobile de rotation 
sont les seules appliquées au système, on a 

X^oj r=o 
S {Pz COS. a) ^=oj 2 (Pz COS. l?) = Cf 
À = — 2{Pjrcos.y)j fJt = 2(Pxcos.y) - 

les quantités N, et iV„^ deviennent égales entr'elles, ainsi que les va-* 
leurs angulaires -ip^j \p,,j les pressions s'exercent alors dans un même 
plan, et on peut remarquer que l'équation de condition ÀX — ^l^=o^ 
de l'art. 378, se trouve satisfaite puisqu'on a Z=o et F=zo. 

Ainsi les forces parallèles à l'axe immobile, étant supposées réduites 
k une seule, désignée par Hj qui agirait à une distance ^ de Taxe de 
rotation , les pressions iV, et N„ seraient toutes deux dirigées dans le plan 
qui renfermerait l'axe de rotation et la direction de Jlj et on aurait, 
d'après les 4* et i" équation (wz), de l'art- 377, 

TV — ^ • TV— N 

c 

Telle est la forme des équations particulières fournies par Tune quel- 
conque des forces parallèles à l'axe immobile de rotation, laquelle lui 
fait éprouver, à l'origine et à l'extrémité de c^ des pressions normales > 
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^xefcvcs, en sens Contraires, dans le plan qui renferme Taxe et la direc- 
tion de la force, et égales, chacune, au produit decettc force par le 
rapport entre la distance de son point d'application à Taxe de rotation et 
la longueur de cet axe. 

382. Loi-sque les forces qui agissent autour de l'axe fixe, ne se font 
pas équilibre, on peut, ou les remplacer, quant à leur énergie pour 
faire tourner le système autour de l'axe fixe, ou établir l'équilibre, dans 
ce système , avec une force unique; 1^ seule condition à remplir, dans 
ce cas, consiste dans l'égalité du rnoment de cette force, par rapport 
a l'axe fixe , à la somme des moments de toutes les forces qu'elle doit 
remplacer, ou auxquelles elle doit faire équilibre ; c'est une conséquence 
évidente de cç qui est démontré, préçédenurient , art. SyS. et suivante. 

Si la force unique, dont je parle, est employée à établir l'équilibre 
dan^ le système, on calculera la pression de l'axe, après l'équilibre établi, 
en introduisant dans les équations de l'art. 877, les valeurs dues k cette 
nouvelle force, qui permettent des déterminations arbitraires, dopt on 
peut profiter, pour renipllr certaines conditions. 



Fin dç tA pguxiçthE section. 



i .11 



Digitized by 



Google 
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A P P L I Q U É E S 
A V ^ SYSTÈME DE POINTS 

J) O jy t' 

LA FQÏIME EST VA^IA^I^-E. 

PRINCIPE GÉNjÉIiLAi; 

D JE L* É Q U I L I B R E. 



Obseryationi géii^r^le«. 

383. 1-iA théorie de Péqullîbreet de la composition des forces appli- 
quées aux systèmes de forme invariable , a pu être présentée d'une maw 
nière complète , dans la deuxième section de ce traité, et cet avantage 
tient au mode de liaison qui existe entre leurs parties. Les systèmes de 
forme variable, assujettis à des conditions particulières à chacun d'eux, 
auxquelles il est indispensable d'avoir égard; dans la recherche des condi- 
tions de leur équilibre, n'offrent pas, à beaucoup près, 1^ même simpli*' 
cité et la même facilité dans l'analyse- des questions qui les concernent ^ 
on y trouve un champ, sans bornes, ouvert à la méditation et à l'étude^ 
et des problêmes à résoudre, qui ont exercé les plus grands géomètres, 

384. Cependant les théorèmes démontrés, dans la section précédente, 
sur l'équilibre des systèmes de forme invariable à deux et à trois di- 
mensions, sont encore applicables aux systèmes de nature quelconque ; 
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pour s'en convaincre^ il suffît d'observer que lorsqu'un système est en 
équilibre, quelques soient les conditions de la liaison de ses parties et 
les mouyemepts ^ tant absolus que relatifs , que peuvent prendre les 
points matériels qui le composent, l'équilibre doit encore subsister, si 
les distances respectives eptre ces poipts deviennent invariables. On a 
donc, dans tous les cas, entre des forces en équilibre, des équations 
absolun>ent indépendantes du mode de transmission de leurs actions, 
.qui àont les équations de l'art. 846, lorsque le système est libre. Mais 
il peut se faire et il arrive , en effet , que certaines cpmbinaisons de 
forces qui seraient en équilibre sur un système de forme invariable, ne 
pourraient pas l'être sur un système, égal et semblable, de forme va- 
riable , parce qu'elles dénatureraient cette forme. en violant les conditions 
auxquelles elle est assujettie, et l'application des équations d'équilibre 
4e l'art. 846, ne doit porter que' sur les combinaisons de forces compav 
tîbles avec la natyre de ce dernier système. 

Je parlerai, bientôt d'un pirincipe général dYquilibre applicable sans 
exception , à toutes les espèce de systèmes ; je ferai voir, en même temps , 
l'usage indispensable qu'il faut faire, en se servant de ce principe, de? 
équations de condition au moyen di?s quelles on introduit, dans l'ana? 
lyse , le mode de liaison des parties du système^ 

885. Puisque les forces appliquées à un système libre, dont les change- 
ments de forme sont assujettis à des lois quelconques, doivent, lors- 
qu'elles sont en équilibre , satisfaire aux six équations de l'art. 846 , 
Inobservation de l'art. 35o, qui d'abord, n'était applicable qu'à un sys- 
tème de forme invariable » devient applicable sans exception, à tops les 
modes possibles de transmission des actions des forces ; on peut donc 
donner, comme proposition généralement vraie, que des forces en équi- 
libre sur un système libre de forme et de nature quelconque, seraient 
encore en équilibre, %\ conservant leurs intensités, leurs sens d'actions, 
et les angles qu'elles font avec les axes coordonnées , on les appliquait, 
toutes , à un raôme point pris arbitrairement dans l'espace. 

Le poligone et la coui^be funiculaire^, vont me fournir des exemples 
de l'application des principes généraux de l'équilibre aux systèmes de 
forme variable, également intéressants, comme exercices d'analyse, et 
utiles par les résultats auxquels ils conduisent et dont la njécanique pra.- 
jique peut tirer un pgiiti çivaptageu;:, 

Péfînitioi^ 
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Définition du système funieulaire. Réflexion* générales sur l'équilibre des forcer 
qu'on peut y appliquer. Equatioas de condition de ce système. 

386. Un système funiculaire est un assemblage de fils, ou cordons, 
que je supposerai, dans les recherches qui font l'objet de cette troisième 
section, parfaitement flexibles et inextensibles. Ces cordons tiennent les 
uns aux autres, soit par des nœuds qui sont fixes sur les longueurs de 
quelques uns d'entr'eux, soit par des anneaux ^ qui peuvent couler, et 
au moyen desquels les points des cordons , auxquels ces anneaux sont 
attachés, peuvent répondre à différents points des longueurs de ceux qui 
les traversent. 

Ce système est, ou libre ^ ou retenu par un ou plusieurs points, soit 
â d'autres points immobiles, soit à un autre système. 

387. Lorsque des forces, d*intensités et directions quelconques, sont 
en équilibre sur un système funiculaire, chacun des cordons à Textrémîté 
duquel une force est appliquée , et qui ne tient au système que par son 
xiutre extrémité , a une direction commune avec celle de cette force , 
dont rintensité est représentée par la tension du cordon qui transmet 
son action au système, 

388. Le système en équilibre étant supposé libre et composé de ma- 
nière qu'il n'offre, nulle part, de polygone fermé, rien n'est plus aisé 
que de vérifier, sur des formes variées à volonté, le théorème général 
de l'art. 385, et de ramener, dans la direction de l'un quelconque des 
cordons, les actions de toutes les forces appliquées au système. On trou- 
vera, sur cette direction, deux groupes de composantes, l'un formé de 
forces qui tirent dans un sens, et l'autre, de forces qui tirent d^ns le seps 
directement opposé, les deux groupes ayant des résultantes égales, ainsi 
la tension du cordon aura, pour valegr, k somme des produits, de 
même signe, obtenus en multipliant chaque force pour le cosinus de 
l'angle que fait sa direction avec celle de ce cordon^ 

389. S'il existe, dans le système funiculaire, des assemblages de cor- 
dons qui forment des polygones fermés, il pourra se faire qpe quelques- Fîg. i5 
uns de ces cordons ne soient pas tendus; soient, par e^femple, les cordons 

OA y OB y OC assemblés en O^ par un nœud^ et tirés par des forces 

P j Çj B dont chacune soit, èri intensité et en direction, la résultante 

des deux autres, les cordons ABj BCj CA n'éprouyerorit aucune ten- 

I »» 
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sien, et, même, s'ils étaient lâches, il h'y aurait rien de changé àaù9 
les actions réciproques des forces ; ces cordons , et tou$ C€ux qui se 
trouveront dans le même cas, n'étant pas des moyens de transmission des 
actions des forces, doivent être, quant aux considérations d'équilibre^ 
censés étrangers aux systèmes funiculaires auxquels ils sont attachés. 

390. Un cordon qui traverse un anneau et dont les directions, départ 
et d'autre de cet anneau, forment un angle, a des tensions égales sur 
chacune de ces directions; il faut supposer que la pression du cordon, 
sur l'anneau, ne produit aucun* frottement, et il est manifeste, dès -lors, 
que tout effort, qui s'exerce dans le sens de la longueur d'une des par- 
ties de ce cordon , doit se transmettre , sans altération , à l'autre partie. 

Quant aux portions de cordons qui sont séparées par des nœuds, fixes 
sur les longueurs de ces cordons et supportant des efforts, elles peuvent 
avoir et ont, en général, des tensions différentes. 

391. Les équations de conditions du système funiculaire sont aisées 
à poser d'après ce qui précède; tout cordon qui n'éprouve pas une cer- 
taine tension , ou qui est lâche , peut être censé étranger au système , 
et ceux qui éprouvent des tensions, et qui sont, par conséquent, des 
moyens de transmission des actions des forces, étant inextensibles, la 
distance entre deux nœuds, d'un niêmc cordon, auxquels des forces sont 
supposées appliquées, est invariable; on a donc, entre deux quelconques 
de ces nœuds con^oitifs, dont les coordonnées respectives sont ^jjy^ z/ 

\{x~x,y + (j—jr,y + (z—z,y\^:=constainte (i) 

quant aux cordons qui , entre deux nœuds supportant des efforts, tra- 
yersent un ou plusieurs anneaux, sollicités par des forces, la distance d'un 
anneau aux nœuds , et d'un anneau à Tautre, est variable , mais la somme 
des distances entre les deux nœuds est constante , ainsi les coordonnées des 
nœuds étant les mêmes que précédemment, on a, en désignant celles des an- 
neaux, dont le nombre est supposé =;î^ par x' ^y ^ z^j x^'^j'^^ z" j etc. 

^\{x'-x")^^{y-yy + {z^-z-Y \^ 5>=constante ...(.) 
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Il y aura, pour chaque longueur de cordon, comprise entre deux nœud», 
une équation de la forme ( i), ou une équation de la forme (2) , ces 
formes sont les mêmes que celles des équations de l'art. 117, qui se 
rapportent au système dont tous les points gardent, entr*eux, des distan- 
ces invariables , mais ce système a autant d'équations pareilles qu'on 
peut mener de lignes entre ses points pris deux-à-deux , au lieu que , 
dans le système funiculaire, il n'y en a qu'une pour chaque longueur 
prise sur un même cordon et terminée par des noeuds ; cette circonstance 
exclut une infinité de combinaisons de forces, qui seraient en équilibre 
sur le premier système , et qui ne peuvent pas être appliquées au second. 

Conditions de l'équilibre d'un polygone funiculaire jBOumis à Pactîon de plusieurt 
forces dont les directions ^ont dans des plans difierents. 

Spa. Je comnïence par le cas le plus général de l'équilibre du poly- 
gone funiculaire, vu que ce cas n'offre pas plus de difficulté que celui 
^ 4IU polygone dont tous les côtés sont dans le même plan. Concevons , 
dans l'espace , une ligne matérielle , parfaitement flexible et inexten- 
sible , et des puissances jP, ^ P,, etc. , d^întensités et directions quel- 
-conques, appliquées aux extrémités et à plusieurs autres points de cette 
ligne. Ces puissances étant supposées en équilibre, la ligne matérielle, 
ou !e cordon, doit, en général, être une ligne brisée^ formée de plusieurs 
parties droites, faisant, entr'elles, des angles aux sommets desquels se 
trouvent les points d'applications des puissances; ces parties droites sont 
les côtés du polygone funiculaire. 

893. U est évident que les directions des côtés extrêmes de ce polygone, 
sont les mêmes que les directions des puissances appliquées à ses points 
extrêmes, et que les tensions de ces côtés , sont égales aux intensités des 
puissances qui les tiennent tendus. La direction et la tension de chacun 
des autres côtés, ont des valeurs, qui dépendent des actions combinées 
des forces , et dont îa (Jéterminaiion va être un de nos ob^ts de re ^ 
cherche. 

394. Le polygone étant supposé ouvert, je désignerai par le nom de 
l*r côté y un de ses côtes extrêmes, le côté contigu à celui-là, sera le 
;^« côté y le côté contigu au 2« sera le 3« côté^ et ainsi de suite ; de plus 
l'appellerai i«^ points Torigine commune du polygone et du i«' côté, 



Digitized by 



Google 



iy2 STATIQUEELÉMENTAÏkE. 

a«, 3® , 4® etc. point, respectivement, les points de réunion du i«' et âa 
s,^, du ^e et du 3®, ou 3« et du 4® etc. côtés. Ces points de différents n®*. 
que je suppose être fixes sur la longueur du cordon , sont les sommets des 
angles du polygone et les points d'applications des forces. 

P, j P,,.^ etc. sont les puissances appliquées au i«^, a«, etc. point; et 
chacune d'elles fait , avec les axes des Xj des j^ et des z^ des angles 
respectifs Uj 'S ^y y portant le même n®. d'accentuation que la puissance 
à laquelle ils se rapportent. 

Pareillement, un côté quelconque du polygone fait , .avec les axes des 
X ^y ex, Zy des angles respectifs a^ b ^c ^ portant, aussi, le même n**. 
d'accentuation que le côté auquel il se rapportent. 

Enfin /y, /,^, /,,,, etc. représentent les tensions du i*'^, a®, 3®, etc» 
côté. 

396. Pour obtenir, maintenant, d'une manière simple et directe, les 
équations qui , lorsque lé système est en équilibre , expriment les rela- 
tions entre les quantités P^ ût, ^, y, ^z, ^, c, /, de différents accents, 
j'observe que la tension du côté, w^. m^ celle du côté n®. j» + 1 , et la 
puissance, n®. /»+ 1 , appliquée au point de réunion de ces deux côtés , 
doivent satisfaire, particulièrement, aux conditions d'équilibre entre 
trois forces ; en effet la tension du côté n®. m , résulte des actions combi- 
nées des forces n^K nij^ m — i ^ m — 2 etc. et représente ces actions, 
de manière que si on supprime les forces, n®*. i , a , . . . tw, en conservant 
du côté n^. //z, sa tension et sa direction, il y aura toujours équilibre sur 
le point n<^. 77Z + I ; on prouvera, par un raisonnement semblable, que le 
même équilibre subsisterait en supprimant les forces n®». m + 2, /» + 3, 
etc. et laissant, au côté tto + i , sa tension et sa direction; en résumé,. 
les actions, sur le point n^. /w + 1 , provenant de la force n^. /tz + i , el ^ 
des tensions des côtés n®». m et m + i représentent exactement les 
actions qu'exerceraient, sur le même point, toutes les forces du système, 
si on les appliquait immédiatement à ce point, avec les conditions énon- 
cées art. 178 et 356, et on sait art. 385 qu'elles y seraient en équilibre; 
donc, etc. « 

396. On déduit immédiatement de ce qui précède, les équations suc» 
cessives 





r P, COS. a, = /, COS. /r^. 


Paint V I 


} P, COS. ^ = /> COS. ù^ 




i P^ COS. y, = Ij^ COS. c^ 
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Stf COS. Uf + P„ COS. a„ = /„ COS. a,, 
t, COS. b, + P„ C08. S„ = tf, COS. A,; 
tf COS. c^ + P„ Cos. y,, = /„ C08. Cf, 

Î/(in-i) COS. â (m-i) + P (m) COS. a (m) = ^ (m) COS. a (m) 
^(m-i) COS. ^ (jn-i) + P (m) COS. ^(m) = / (m) COS. b (m) 
/(m-i) COS. C (m-i) + P (m) COS. y (m) = / (m) COS. C (m) 

Î/(n)COS. a (n) + i?(n-|-i)COS. a(n^_i) = 
/(n)COS. i& (n) + -P(n+i)COS. ^r(n4.i) = 
/ (n) COS. ^ (n) + P (114.1) COS. y (n^.!) = 

le nombre des côtés est supposé = /^ et il y a, par conséquent, urt 
nombre de points = w + i , auxquels les forces sont appliquées. LesJ 
trois équations, qui répondent à une même accolade, expriment les con- 
ditions de l'équilibre, sur un même point j entre les tensions des deux 
côtés qui y aboutissent et la force qui y est appliquée ; ces trois équa- 
tions représentent celles de l'art, ys. 

397. Lorsque la forme et la position du polygone funiculaire sont 
données , et que, par conséquent, on connaît les angles df y h, y c, , 
a„ y bff y Cf, y tXc. , les équations de l'art, précédent fixent, immédiate- 
ment, les relations qui doivent exister entre les tensions des côtés , les 
intensités et les directions des forces, dans le cas de l'équilibre. Ces rela- 
tions permettent de déterminer, arbitrairement, une partie des quantités 
inconnues; ainsi, par exemple, on peut s'imposer la condition de faire 
éprouver, à chaque côté , une certaine tension ; alors l'intensité et la 
direction de la puissance P(in) , à appliquer au sommet de l'angle connu , 
que j'appelle 6 y formé par les côtés n^». m — i et m y se déduiront de* 
équations 

P(m) = { /^(m) — a /(m) /(m-i) COS. + ^^fm-i) 1 " 
COS. a(iii) = [/(m) COS. fi(m) — ^(m— i) COS. ^(m— 1)}^ P {p^) 
COS. ^(m) = [/(m) C09. ^(m)-^ ^(m — i) COS. ^(m — i)] • P{a^ 
COS. y(xn) =[/(m) COS. r(ni) — t(m^i^ COS. f (m— i)] '• P(m) 

lesquelles se déduisent elles mêmes, fort aisément, de celles que j'ai 
placées vis-à-vis l'accolade n*'. m y combinées avec le théorème de l'art. 
^9 , et un autre théorème de trigonométrie que j'ai déjà employé plur- 
sieurs fois, et qui donne le cosinus de l'angle de deux lignes, dirigée» 
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dans Pespace, en fonction des cosinus des angles qu'elles font, avec les 

axes coordonnés ; la forme de la valeur de P(m) était déjà trouvée, art.S i . 

398. Si on s'impose la condition d'appliquer^ aux angles du polygone 
donné, des forces d'intensités déterminées, il restera à trouver les direc^ 
tions de ces forces, et les tensions résultantes de leurs actions. Les caU 
culs de ces quantités pourront se faire, en commençant par le i®' côté, 
et passant sucessivement , au 2«, au 3«, etc.On a, pour le i«' côté, /,=/^,, 
*/ = ^/-T ^/ = ^/^ y/ = ^/ J ces valeurs étant substituées dans les équa^ 
tions placées vis^à-vis la i« accolade , et auxquelles il faut réunir la rela- 
tion cos.^ a„ + COS.* â„ + COS.* y,, = i ^ on aura /„^ a,,^ ^„^ y,,^ et 
ces dernières valeurs substituées, à leur tour, dans les équations qui ré- 
pondraient à Paccolade n^. 3, feraient connaître /,,,^ a,„^ 5*,,,^ y,„^ et 
^insi de suite. 

399. On pourra s'aider, dans l'analyse de quelques cas qu'on se pro^ 
poserait à résoudre, des formules suivantes déduites des équations de 
l'art. 396 ; je multiplie chacune de ces équations par le cosinus de l'angle 
qui entre dans son deuxième membre , et je fais une somme des équations 
produits répondant h chaque accolade; nommant ^,^ û,, ^ ^,,/^ elc. les 
angles respectifs formé, par le i«^ et le 2^ côté, le 2^ et le 3« côté, le 
3« et le 4«, etc. ; et désignant en général par ^fm) l'angle formé par la 
direction de la force n^. m et par le côté du polygone de même numéro , 
les sommes dont je viens de parler fournissent les équations successives 
P, = i, j t, COS. 0^ + P„ COS. <i„ = /„ } /,, COS. 9„ + /^,„ COS. ^,„ = /,„ etc, 
pisées a démontrer par des considérations directes. 

400. Si on suppose que les forces sont données en intensités et direc- 
tions, et qu'on cherche la forme et la position que le polygone doit avoir 
pour l'équilibre, on obtient, avec facilité, des formules pour calculer, 
immédialemant , la position et la tension d'un côté quelconque, en 
éliminant, successivement, des équations de l'art. 396, les termes de la 
forme / cos. /z, / cos. h ^ tcos.c qui entrent dans les premiers membres 
de ces équations, de manière que chacune d'elles ne renferme d'autre 
terme de cette forme, que celui de son second membre. Je désigne, en 
général, par ^(m) ( P cos. a) j, S (m) ( P cos. ff) y J(ni) ( P cos.y ) les 
sommes P, cos. a, + P„ cos. a^., + etc. y P, cos. 6, + P„ cos. 6,, + etc. 
P, cos. y, + P// COS. y,, + etc. comprenant tous les termes accentués 
^(ppuis et y compris le terme n^, 1 , jusqu'au terîï>e n®. m^ inclusive? 
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ment, et j*ai , par les éliminations successives dont je viens de parler^ 
faites sur les équations de l'art. 396. 



2, (Pcos. a) =/,co8. a, 



S, (Pcos. ^) =2 1, COS. b^ 
Iiff{Pcos6)=^t,fCO%b,, 



E, (P COS. y ) = A, COS. cy 
2;„(Pcosy) = /„cosr„ 



2(m)(Pc.a)=/(jji^c.a(m) 



S(ni){Pc.ff)zsit(m)C. t(m) 



S(m)(Pc. y)=/(ro)C. C(m) 



-^(n) (Pc. a)=/(n)C. ^(n) 



2:iu)iPc.y) = t^n)C.C(nJ 



2^(114.1) ( P COS. a = o -Tcn+i) (P cos. ^) = o '-S(n+i) ( P COS. y ) = o 

401. Les trois dernières équations , dans lesquelles 2?(nfij, équivaut 
au signe S qui s'applique à la totalité des forces du système, répondent 
aux équations (a) de Tart. 846 ; elles seraient les seules de leur espèce^ 
dans un système de forme invariable , mais comme , par la nature 
particulière du système dont nous nous occupons, il y a une infinité de 
combinaisons de forces qui ne lui seraient pas applicables, quoiqu'elles 
satisfissent aux équations (a) de l'art, cité, il faut, à ces équations, 
en réunir d'autres qui établissent les relations propres à caractériser les 
combinaisons de forces compatibles avec la nature du système. 

40a. Les intensités et les directions des forces étant données, la di- 
rection et la tension d'un côté quelconque du polygone funiculaire se 
calculent immédiatement par les trois équations de l'art. 400, qui oc- 
cupent la ligne horizontale de même numéro que ce côté ; le calcul est 
exactement le même que celui par lequel, art. 65, on obtient Pj aj if 
et y en fonctions de x ^ jy et z. 

408. Toutes les déterminations , relatives au polygone funiculaire; 
obtenues depuis l'art. 89^, ne portant que sur les tensions et les direc- 
tions des côtés, les intensités et les directions des forces, laissent entière- 
ment indéterminée la longueur de chaque côté de ce polygone ; ainsi 
lorsquVn se donnant sa forme, sa grandeur et sa position, on a cherché, 
art. 897 , les intensités et les directions des forces a appliquer à chacun 
de ses angles, pour le tenir en équilibre en conservant cette forme, les 
mêmes valeurs qui remplissaient ces conditions, pour le polygone donné, 
les auroient encore remplies, en faisant varier, arbitrairement, les lon- 
gueurs des côtés, pourvu que ces côtés fussent restés toujours également 
tendus, et parallèles à des lignes fixes dans l'espace. 

Pareillement lorsqu'on a résolu le problême inverse, en prenant, pour 
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données, les grandeurs et les dîrection3 des forces, les valeurs des ten- 
sions et des directions de côtés fournies par la solution, pouvaient s'ap* 
pliquerà une infinité de polygones composés d*un même nombre de côtés, 
et ayant tous leurs côtés, de mêmes numéros, parallèles à des lignes fixes 
dans l'espace. 

404. Lorsque les longueurs des côtés du polygone funiculaire, prises, 
arbitrairement, ou considérées comme données du problême, sont intro- 
duites dans ranalyse,on a, dans le cas de l'art. 400, des équations pour 
calculer les coordonnées des points d'application des puissances (ou des 
sommets des angles) au moyen desquelles on peut construire les projec- 
tions orthogonales de la trace du polygone, sur les plans coordonnés* 

Soient k,^ Xffy ^„,^ etc. les longueurs respectives des côtés n<^«. i ^ 

^,3, etc. les projections de chacun de ces côtés, sur les axes, des x^y 

pt z p seront 

^, Gos. a^ j X, C03. b, j k, COS. y, 

X„aos.aff J kff GOS. bffj À^^eos. y,, 

etc. etc. etc. 

Ainsi nommant cr(ja)j j-(rn) , ^(m) les coordonnées du point n^. m, les 

valeurs de ces coordonnées sont, en désignant par f,ja,jT,^ les coor* 

données du point n°. i, respectivement parallèles aux x jj- et z 

^(„) = ^(„.,) (A COS.a) + (>, ( Observez que le point, 

J^(m) = -iP(m— I) i^ COS. A ) +0^, < n^. 771 , se trouve à l'extré- 

T* / : ^^n ^^1- f mité du côté 11? 7» — i. 

*(m) = ^(m-i) (>i COS. C ) + r, l 

(voyez, pour la notation les art. 894 et 400) les valeurs des quantités 
À COS. a , À cos.^, À COS. c sont connues lorsqu'on a calculé les valeurs 
de COS. //, COS. b et cos. c, par les équations de Part. 490. 

405. Les i3 articles précédents renferment tout ce qui est nécessaire 
pour la solution des problêmes relatifs à l'équilibre des polygones funi- 
culaires libres f sollicités par des puissances appliquées à des nœuds fixes 
sur ce polygone; cependant je crois qu'il sera utile de faire voir com- 
ment oh peut substituer aux équations de l'art. 896 d'autres équations, 
qui ne renferment pas les tensions, et au moyen desquelles ont puisse 
construire le polygone lorsque les forces qui doivent être en équilibre 
sont données; l'analyse que je vais présenter rendra très -sensible l'in-f 
fluence qu'ont, sur l'équilibre, les condiiîons auxquelles le système de 
forme variable est assujetti, 

Soient 
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Soient À^, Xf^j X^^^y les longueurs connues de trois côtés consécutifs 
quelconques du polygone ^ et /,, /,,, />„ leurs tensions respectives; je 
<îésigne par x^^ y^y z^y les coordonnées de l'origine de À,, par a?,,, 
J'/f3 h/f celles de son point d« réunion avec ^„, par <r,,,,j^,„, 5,,,, celles 
du point de réunion de^î,,, et >î,„, enfin par ^^//^JT/v/» ^////> c^H^s de 
l'extrémité de À,,^j j'appelle P,,y et P,„^ respectivement, les forces 
appliquées aux points dont les coordonnés sont a?,, ,^„ , z,, ; a?,,, , j^,,, , «,„ ; 
enfin les angles respectifs formés par les directions de Z',, et P,„^ avec 
les axes coordonnés, sont «„^ ^,, ^ y^^ j* a^,,> ^,„^ y//,. 

Observant que les cosinus des angles formés par le côté À, y avec les 

axes des or^ j^ er 5^ sont -—. — ^ j ' 2 j -^ ^ qu on a des 

expressions pareilles pour les deux autres côtés, et substituant ces va- 
leurs dans deux des groupes consécutifs, liés par des atcolades, des équa- 
tions de l*art. 396, le résultat de la substitution donne les six équations 



â, + P„ COS. ff„ — 



^rr—^fL r := o 



(^) 



^"'-^' . t, + V„ COS. i„ - ^LlîlÇln 



^, 



*// 



V/ 



^//^ 



'Z 



^, 



^ ^/ + ^n <^os. y„ 



t„ =0 



v/ 



.T 



/// 



-ar, 



^^/ + P,„cas.a 



a?. 



y/y/ 



-3?. 



7// 



^ t — o 



'^re 



v// 



> V/ + -^^z// ^^* ^/ti 



^if 






— hf + ^m COS. y 



^ 



//y 



^iii 



J>our obtenir des équations délivrées des tensions /,^ /„^ /,„^ on éli- 
minera d'abord -y- entre la i^ et la â«, et . l" entre la 4« et la 5« , 



ensuite — r^i- entre les deux équations résultantes de ces deux élimina* 



""// 



lions, et faisant ensuite les mêmes opérations isurles ip, 3«, 5« et 6«, on 
aura ultérieurement les deu^ é^uatioii^ 

l ' ta 
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1+-P/,/ { I HT" COS. a,i — COS. y„ I — ■ ^^ I 

L*application de ces équations commençant au 2®. côté et se terminant 
à Pavant -dernier, on en a a (/z — %) , pour l'étendue entière du système, n 
étant le nombre des côtés ; on a, pour le i «F côté les équations particulières 



= a 



= 



(^ 



'^ ^cos. a' — COS. ^, = 

-^ COS. a^ — COS. y= o 



^i^^t^^n ^1 >yi y^ii^ti^i^ïs» étant , respectivement , les coordonnées de 
l'origine et de l'extrémité de ce i«' côté, et les angles formés par la force 
qui le tient tendu et par les Xfjtlz\on a, de plus, deux équations pareil- 
les pour le dernier côté, et, enfin» un nombre /i d'équations de la forme 

iï) 'l" = (^/-^)* + (jK,-^)\+(^,-0" 

applicables aux côtés du polygone, depuis et y compris lei«'', jusqu'au 
dernier inclusivement, et qui sont , art. 891 , les équations de condition 
du système. 

On obtient donc, ainsi, en totalité, 3 n équations qui renferment les 
coordonnées des points d'application des forces, indépendamment des 
équations 
{à) ^(Pcos. a) = o^- 2;(Pcos. ^) = o^- 2r(Pcos. y) = o 

qui ne renferment que les forces et leurs directions; or le nombre total 
des coordonnées des points d'applications est 3(w+ 1 ) ; mais le i«' point 
du système peut être supposé donné de position , et le nombre des coor- 
données , qu'on doit regarder comme inconnues , se réduit à 3;i le même 
que celui des équations qui, dans l'étendue entière du système, déter- 
minent les valeurs de ces inconnues. 

• 406. Lorsque le polygone est donné et qu'on cherche les forces à ap- 
pliquer à ses extrémités et aux sommets de ses angles pour le tenir en 
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-équilibré sans changer sa forme ni sa position, les inconnues sont 7i + i 
forces et 3(/^ + 1 ) angles, formés par les directions de ces forces et par 
les axes coordonnés, en tout 4(^ + 1) inconnues; mais le problème est 
indéterminé, et on peut, par exemple, prendre, arbitrairement, les 
intensités de n forces; il reste a connaître une force et 3(»+ i) angles, 
ou 1 +3(7î+i) inconnues, dont six se déterminent, déjà, par l'identité ^"^ 
des directions de la première force et du premier côté, de la dernière vji 
force et du dernier côté; il en reste i +3(/ï — i), pour lesquelles on 
a les 2(« — 2) équations (^) et les trois équations (cJ') de l'article pré» 
cèdent, et ;z+ 1 équations de la forme 

cos*yj+ cos^ ^ +COS* y = I 
qui se réduisent à n — i , vu que deux de ces équations se rapportent 
à la première et à la dernière force , dont les directions sont déterr|iinées, 
en sorte que le nombre des équations a employer = 2 (/z — 2)+3+(/Zr-i)=?: 
i + 3(/z — i)=le nombre des inconnues. 

407. Les équations ( ^) de l'art. 406 pourraient se combiner et se trans- 
former, de différentes manières, pour la facilité du calcul, et fournir 
matière à plusieurs observations que je supprime pour abréger ; on peut 
s'en servir, par exemple, pour démontrer l'existence de l'équilibre des por 
lygones funiculaires plans, qui seraient les projections orthogonales, sur 
les plans coordonnés, du polygone auquel ces équations se rapportent, et 
sollicités par des forces égales aux composantes de P, ^ P„ ^ prises par 
parallèlement aux plans coordonnés etc; on y retrouve les moments des 
forces , elles offrent le moyen le plus direct de pa3ser du polygone à Ic^ 
courbe funiculaire à double courbure etc. etc. 

Le polygone funiculaire est supposé avoir un ou deux points fixes dans l'espace, 

408. Examinons maintenant le cas où le système a de3 points fixes 
dans l'espace, et commençons par supposer que le point n®. i, placé ^i 
l'origine de la trace du polygone, est seul immobile. 

Dans ce cas, nomnnant T*, la teriission du côté n®. i , celui qui est 
attaché au point fixe, et ^f^B,yC,j les angles respectifs que forme sat 
direction avec les axes des (P^j et ^ ^les quantités Tfj A,yB,^ C,^ rem- 
placent celles qui entêté désignées, art.396 et 400, par P,^ a, y ^n^Yf^^ 
mais elles sont inconnues et il faut d'abord les déteripiper , lorsqu'on 
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reut construire le polygone qui ^ sollicité par d^s forces données en in- 
tensité et directions, serait en équilibre. 

On a, art. 400 et 40a, pour cette détermination , les équation» 

T, COS. ^, = -S ( P COS. a ) 

T,cos.C,=2(Pcos.y) 
cos.^ y4, + COS.* B, + COS.* C, = I 

Les sommes des deuxièmes membres des trois premières équation^,; 
embrassent les termes relatifs à la totalité des forces , depuis la force qui 
est appliquée au point n®. 2 , celui qui sépare le i<^ et le a* côté, jusquli 
la force appliquée au point n\n+ i , ou au derniet poinr du système. 

Lorsque les quantités T,j^,^B,j C^^ sont calculées, par les équa* 
lions précédentes, on les substitue dans les équations des art. 896^400 ou 
406 , aux quantités P, , a, , ^, , y, , et les autres déterminations relatives à 
la consruction du polygone, se font, aîor^, comme si le système était libre* 

409. Supposons maintenant que le premier et le dernier point dur 
polygone sont fixes dans Tespace , et que les forces appliquées aux autre* 
points et leurs directions sont données ; conservant à 7*,^ A^ ^Bf ^C, , 
les mêmes significations qu'à l'article précédent,, et désignant par T,,^ 
Aff y Bf^ j Cff j la tension du dernier côté et les angles respectifs qu'il 
fait avec les axes des os ^j çt z ^ cçs quantités A^, j B„j C^^j T,^jf re- 
présenteront «(114.1), ^(Bfi), 5^(ii+i)> -Pfnfio, des équations de l'art. 400^ 
comme A^^B^^Cf^T,^ représentent a,^ iff, j y^^ P^j et on aura huit 
inconnues AfjB,,C,^ T, j A,, ^ B„ y C^, ^ T„ ^ k déterminer. 

Ces huit inconues et les 3 {n — a) ordonnées des points d'applica- 
tions des forces, compris entre le premier et le dernier point fixes , 
forment un total de8+3(/î — a)ou3(/z+i) — i valeui-s à trouver. Oa 
a, pour les déterminer, d'abord les trois équations suivantes, qui ex- 
priment l'égalité à zéro de la somme des composantes parallèles à cbacua 

des axes coordonnés , . 

r Le signe ^comprend 
f r,COS..y^,+ 7'„C08.^„ + 2?(PcoS.a)=Oltoule»le»quantilésquî 

(.) . . . ) r,cos.fl,+ r,co».^,, + ^(Fco,.^) = o|rtc'7oCp,uVl'^^^ 
f r,COS* C, + 3r„cos. C^, + -S (PcoS.y) = Ojf vant-dermcryinclusi- 
ensuite trois autres équations qui expriment que la di0ercnce entre les 
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coordonnées t rapportées à un même axe , du premier et du dernier point, 
est égale à la somme des projections orthogonales de tous les côtés , suv 
cet axe. X, et X^^.«oat, respectivement, les longueurs données du prer 
micr et du dernier côté , f>' > <7, ^ t,j p,^ ^ a^^j r^^ j sont les coordonnées 
du premier et du dernier point, respectivement parallèles aux Xjj^t^ 

' Le signe X com-* 
prend les sommes 
des projections , 
depuis^ et y com- 
pris celle du a®« 
côté jusqu'à celle 
de ravant-dernîer 

^c6té , inclusivcm^ 



(0- • ^^,/— ^/=^/Cos.5,+ Z„cos..B,, + 2:(j-,— j^) 
r„ — T,= L,cos.C,+ Zr,,cos. C,^+2(z, — z) 



enfin on a le» deux équations 

( COS,* J^, + C09.^ 5, + COS.* C^sst 
J C0S.«^„ + C0S.*^„+C08.*C,,= Ï 

Voilà i8 écjuations qui renferment, outre les 8 inconnues ^^,B^,C^, T^^ 
Af,, D„j Cg,^ Tg, r,,^ un nombre 3 {n — %) d'autres inconnues, 
comprises dans les sommes -S (.r^ — çc)y2 {j^ — j')^S {z^ — -5)^ maia 
on a, relativement à ces dernières, les équations (^) de l'article 495, 
dont l'application doit commencer au i^ côté et se tem^incr à l'avant- 
dernier inclusivement, et qui étant combinée» avec les équations {s)^ 
{/) et (//), fourniront toutes les ressources anajytiques nécessairç&pour 
la détermination des 8 + 3 (/z — a) ou 3 { /^ + 1 ) — x inconnues. 

Plusieurs des forces en équilibre , sur le polygone funiculaire , sont appliquée'f 
à des anneaux mobiles dans le sens du périmètre ^e ce polygone. 

410. Il reste h examiner le cas où quelques unes des puissances fen' 
équilibre sur le jîdygone funiculaire , sont appliquées k des anneauocr 
pouvant glisser dans le sens de la longueur du cordon qui les travei^se^ 
On a vu, art. 390, que les tensions des deux côtés séparés par chacun 
de ces anneaui devaient êtres égales éritrVHes; et si , entre àe\ixnœiids, 
ou entre deux point d*applîcation des forces; fixes sur le corrfon, il y ap 
plusieurs anneaux bu painds d^àppîication mobiles, des farces, la ten- 
Sion^era constante d'un de ces noeuds à l'autre; ensuite, si on fait attention 
que, lorsque le système est en équilibre, une force appliquée, à un 
points ou sommet d'angle , du polygone funiculaire, a la même intensité 
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et 3e trouve dirigée sur la même ligne que la résultante des tensions des 
deux côtés adjacents à cet angle, on verra que ce même angle doit être 
partagé, en deux parties égales, parla direction de la force appliquée à 
un anneau mobile, qui occupe son sommet, puisque les tensions sont 
égales de part et d'autre de l'anneau , et que la résultante de deux forces 
égales doit faire le même angle avec chacune d'elles. 

Ces considérations vont me fournir les moyens d'ajouter aux condi- 
tions générales d'équilibre, données précédemment, l'expression analy- 
tique des conditions particulières que comporte le cas dont je m'occuppe 
en ce moment, 

411. Soit k le nombre des côtés séparés par k — i anneaux mobiles, 
entre deux nœuds ou points fixes sur le polygone; désignons par X(m) la 
somme des longueurs de ces côtés, ou la longueur totale, connue, delà por- 
tion de cordon comprise entre les deux points fixes; par //^ k"j etc, X^\ 
les longueurs particulières et inconnues de chacun des côtés qui la com-. 
posent ; par a7(nï) ^ J(m) et z^xii) les coordonnées dû premier nœud , ou 
point fixe, de celui qui est le plus près de l'origine du polygone, dans le 
sens du périmètre; par x' j y ^ z' j ix/^ j y j z" } etc, les coordonnées 
des anneaux compris entre ce premier point fixe et le second, enfin par 
a! ^ iS' j y' s a" j €'' ^ y" } etc. les angles que font, avec les axes des 
X yj ^\.z les directions des puissances appliquées à ces anneaux. 

L'équilibre du système étant supposé établi , les équations (^, de l'art. 
406, seront indistinctement applicables aux points fixes et aiix points ou 
anneaux mobiles , et auront lieu -dans le système, comme si tous les points 
étaient fixes; les équations de la forme /a=(;r'— .t)^+(jk'— JK)*+(^'— ^)* 
auront aussi lieu sur l'étendue entière du système , mais celles de ces 
équations qui* se rapporteront aux côtés l' ^ X" , etc. XW^ devront être 
combinées avec l'équation de condition ^' + /î"rj- . . . +/v(^J=?=iî(m) qui 
est la seconde de l'art. 891 . 

Il faut, de plus, avoir un nombre h — i d'équatiops, à ajouter à la 
précédente, pour compléter le nombre total de celles dont on a besoin, 
eu égard à l'introduction des tiouvelles inconnues k^j À'^j ...... -^XW^ 

et ces /( — I équations sont fournies par Iqi, condition de l'égalité des 
angles formés par chaque puissance -P% JP'% etc. avec les cotés placés 
de part et d'autre de l'anneau auquel elle est appliquée, conditign quj 
jdonne^ . . 
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etc. 
On a chacune de ces équations en égalant, entr'eux, deux termes de 

la forme ry cos. otf + -^^—^r^ cos. ï?^ + — ■ ^ ^ ' cos. y' et 

A A A 

TJ7 COS. œ + -ïi — r^^^:;^^ — COS. o' H ^r, cos. y qui sont , 

A A A 

d'après le théorème connu de trigonométrie, les expressions des cosinu 
des angles formés par la puissance appliquée à Y anneau dont les coor^ 
données ocf ^y^ ^z! déterminent la position, et par les côtés X et X' pla- 
cés de part et d'autre de cet anneau. 

412. Je ferai, en achevant ce que j'avais à dire sur cette matière, un 
rapprochement entre les résultats de l'analyse précédente , et les pro- 
positions des art. 887, 338 et 90. D'après l'art. 887 l'équilibre du poly- 
gone doit encore subsister après qu'on a rendu fixe , dans l'espace , un 
nombre arbitraire de points de ce polygone ; on peut donc supposer que 
tous ceux de ses points , auxquels se trouvent des sommets d'angles , sont 
immobiles dans l'espace, à l'exception d'un seul où serait placé un an- 
neau ^ et, art. 888, si cet anneau, resté seul mobile, devait prendre du 
mouvement, il faudrait en conclure que l'équilibre n'existait pas, avant 
qu'on eut fixé les autres points; mais, art. 90, l'anneau, dont il s'agit, 
ne peut être sans tendance à se déplacer qu'autant que la puissance, qui 
le sollicite, est perpendiculaire à la surface courbe sur laquelle il est assu- 
jetti à se mouvoir ; cette surface courbe est celle d'une ellipsoïde de révo- 
lution, ayant un de ses axes égal à la portion de cordon comprise entre 
les deux points fixes placés de part et d'autre de l'anneau , ces points 
fixes pour foyers, et on exprime que la direction de la puissance est nor- 
male à cette même surface , en posant une équation de même forme 
qu'une des équations (>4) de l'art, précédent. 

418. Connaissant la longueur du cordon attaché aux deux points fixes,, 
et la direction, de la puissance appliquée à l'anneau que ce cordon tra- 
verse, on détermine, graphiquement, avec beaucoup de facilité, la po- 
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sition de cet anneau^ dans le plan qui renferme les points fixes ^ le cordon 
et la direction de la puissance. Soient AetB les points fixes, menant 
jiQ çtBR parallèles à la direction de k puissance, décrivant des points 
Yz. 16 ^ ^^ ^^ comme centres, et d'un rayon égal à la longueur du cordon, 
les arcs de cercle OLa a' et iS b ff ^ qui coupent BRet^iÇ enaet ù j 
et menant les droites -^^ et 5^^ le point d'intereection C j de ces 
droites, sera le point cherché. 

Passage du polygone funiculaire à la courbe. 

414. Il est souvent utile, dans la recherche des conditions de l'équili- 
bre, ou des lois du mouvement, d'un système composé d'un nombre - 
indéfifii de points, séparés les unt des autres, et liés, entr'eux, d'une 
manière quelconque, de disposer l'analyse de manièreà pouvoir y intro- 
.duire immédiatement, la condition de la continuité ^ ou de l'état 
qu'acquiert le système, lorsque, par la multiplication, k l'infini, dii 
nombre de ses points , dans un espace fini , on rapproche ces points de 
manière qu'ils forment un corps continu. Des géomètres du premier 
ordre ont appliqué cette méthode , avec le plus grand succès , k d^s 
questions importantes, et la théorie de l'équilibre du poiygohe funicu^ 
Jaire me fournit le moyen d'en donner un exemple digne, d'attention. 

Si on veut passer du polygone k la courbe dans le cas le pkis général, 
c'est-à^rdire en supposant que les forces, appliquées au système, agirent 
dans des plans différents, ce qui donne une courbe à double courbure, 
les équations {S) de l'art. 4o5 deviendront, immédiatement^ les équa- 
tions différentielles des projections de la courbe sur le plan x^ et sur 
le plan xz^en considérant ,t, ^ x,^ y x,^^ , x,,„j y^^y^^J,,, y J„fs^ 
*/ -> ^// > ^///> ^fnr <^oi\\me les coordonnées de quatre points de la courbe 
infiniment voisins les uns des autres, et on aura, en supprimant deux 
accents aux puissances et à leurs angles avec les axes , et un accent aux 
coordonnées, l'ordre de succession de ces quantités pouvant être indiqué 
sans équivoque par les accents qui resteront, 

\dx co^. qlJ \dx^J K^'^n ^os.cijj \dxj ' 

fdz ^o%,y\ Ydz\ ^{^^n COS. y A rf^^\ 

FI 1 ^ /4 -r kos.a^Pt —^^...JJ \d\ -T- jcos, (t,=o 

cc§ 
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r;&s équation? se ramènent aux quantités et aux différences ^ans accents, 
en pbseryant qu'on a P^=P+ÂP j x^=sç-\rdx j dx^^=dcp + ddx j 
4^„=-dx^'\'ddXj^=^dx + ^ddx + d^ ço et ainsi des autrfs. 

41 5. Désignant par n l'angle que fait, avec l'axe des j?^ la projection 

orthogonale de la direction de P sur le plan xj^ op a 

COS. 6 sin. n 

COS. a = COS. ri sin. y ; = 

' COS. a COS. n 

ei la première équation de l'article précédent , devient , en faisant 

Psin,y = JT 

ncosJ^^-'^)d(^^^ 

\4x COS. ri J \4^fJ \dx„ cos.7i,J \dxj 

Cette équation est celle ^ laquelle on parviendrait si on voulait ex- 
primer les conditions de l'équilibre entre les forces H agissant ^ dans, 
le plan xj où elles feraient des ^iigles 3? ^vec l'axe f3es .t, sur une courbe 
funiculaire qui serait la projection orthogonalp, sur le même plan, de 
celle à laquelle les forces P sont appliquées. Ces forces II ^ ou Psin. y^ 
sont les composantes des forces P parallèles aux plan xjj et tout ce que 
je viens de dire relativement ^u plan x^^j peut s'appliquer au plan xz y 
car diaprés la a^. équation de l'art. 4^4, on obtiendra, relativement à. 
ce plan, une équation de même forme que la précédente, et qu'on aurait 
pu en déduire, en y substituant, z ky^ P sin. 6 kP sin. y, et l'anglq 
forniié par l'axe des x et par 1^ composante P sin. ffj à l'angle que forme 
îe mêlnc axe avec la composante P sin. y : ces observations se rap- 
portent à ce que j'ai dit, art. 407. 

416. On voit, par-là, qu'en considérant à part chacune des équa- 
tions qui expriment les conditions de l'équilibre d'un polygone ou d'une 
courbe funiculaire, sollicités par des forces dirigées dans différents plans, 
les opérations analytiques que cette équation comporte , sont les 
mêmes qu'on aurait à faire dans le cas où les forces agiraient dans un 
même plan, et où , par conséquent, la courbe funiculaire serait une 
courbe plane. Il suffit donc de traiter ce dernier cas, et pour en faire, 
autant qu'il est possible, un exercice utile aux élèves, je vais chercher, 
par des considérations immédiates, les conditions de l'équilibre du poly- 
gone funiculaire plan , ce qui me conduira à une démonstration de 
l'équation précédente, indépendante de celle des équations de l'art. 414, 
4o/it elle est déduit^. 
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417. Soient, dans l'hypothèse du polygone funiculaire plan, /ï^ a^ ef 
a^^ les angles formés par trois de ses côtés consécutifs et par Taxé des* 
œ ^ lequel est tracé sur le plain qui renferme les côtés du polygone et 
les directions des forces ; nommons /^ /, et /,, les tensions respectives- 
de ces côtés»; P et P, les puissances appliquées aux points qui réunissent 
le I" au a«, et le a« au 3«; a et a, les angles que les directions de ces- 
puissances font avec l'axe des x. 

L'équilibre absolu ée celui de ces trois côtés qui est entre les deux' 
autres exige, i^. que la somme des composantes des forces qui agissent 
dans le sens de sa longueur, provenant de P^ t^ P\ et t^^ ^ soit nulle; 
a®, que les sommes des composantes perpendiculaires à cette longueur, 
provenant, d'une part, deP et /^ d'une autre part, de P^ et /^^ «oient 
nulles chacune en particulier. 

Ces conditions sont exprimées par les équations 

/COS. {a — ^z^).+ P COS. {a^ — a)=/^^cos. {a^^ — a^) + P^ cos. (a^ — a,) 
/sin. (a — û^)=Psin. (n^. — a) j f^^ sîn. {a^^. — flJ = P^sin. {a^ — a^ 

418. Eliminant / et t^^ entre ces trois équations, et réduisant par les 
théorèmes connus de trigonométrie , on a l'équation suivante qui ex- 
prime les conditions de l'équilibre absolu d'un côté qiielconque du^ 
polj'gone; 

Psity. (V/;^ — cL^%\n. (a — a) = P^sin. (a^ — a) sin. {a^^ — a^) 

419. Les raisonnements des art. 408 et suivant, relatifs aux cas d'un 
ou de deux points fixes, dans le système, à ceux où quelques-unes des 
forces agiissent sur des anneaux mobiles, etc. s^appliquent d'eux-mêmes 
à l'équation précédente, et il serait superflu de les répéter ici. 

420. L'équation de l'art. 418 aurait pu s'obtenir, immédiatement,!, 
par le théorème de l'art. 5o, en considérant /y comme la résultante de 
P et de /j d'une part , de P^ et de /^^ de l'autre; formant, d'après le 
tlicorème cité, les deux proportions 

/^.: P::sin. (a — a) : sin. (.a^ — a) 
^/ ' ^/ •• sin. (vz,,— a,): sin. {a,,—a,): 
et éliminant./^ entre les équations que ces proportions fournissent. Cette 
manière d'obtenir l'équation finale, quoique plus simple et aussi rigou- 
reuse que celle de l'art. 418, ne met pas dans une aussi parfaite évi- 
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âcnce les équilibres partiek qui assurent l'équilibre absolu -dont on 
tcherche les conditions. 

421. Jl est aisé de voir comment cette équation de Part. 418, obtenue 
par des considérations immédiates, est la même que celle qu'on aurait 
déduit de l'équation de l'art. 4i5., où ZT et >? représentent P et aj déve^ 
loppant les sinus des différences d'arcs, l'équation de l'art. 418^ pren4 
3a forme 

Pcos.al I ( ^ '] 

V^cos. ^;f COS. «y X^cos. ^^^ cos, a^J 

^ fûn^a,. sin.aA fûn, a, sîn. ûX 
— P.cos.aJ ^' 1 I ' I 

' '\zo%,a^f co%.a,J \^cos. û, cos.aj 

Introduisant dans ostte équation, applicable indistinctement, au poly- 
gone et à la courbe, les conditions qui caractérisent la courbe, on a, 

sin. a dj- sin. a^ dy^ sin. a„ ^ .Yu 

cos. a dx ^ COS. a^ d x, ^ cos. a,, d x,^ 

dx,^ dx, \dXfj dx, dx \axj 

tution de ces valeurs, redonne l'équation de Parti 416, en remplaçant 
P ^t OL par H et 77. 

4^2. Pour arriver aux expressions analytiques les plus commodes , 
relativement aux conséquences à tirer de la théorie précédente, jjï mets 
l'équation de l'art. 418 sous la forme 

P, (sin. a„ cos. a, — cos. a,, sin. a,) sin. {^a, — a) 
— P { sin. a COS. a — cos. a sin. a )sin» 

428. Passant du polygone à la courbe, supposant ds constant, et dé- 
signant par r et r,j les rayons de courbure mené^ au^ points d'applica- 
tion des forcer P et P, ^ oiji a 

sin. a == —51^ } cos. « = __ j sm. /«„= -4^ j cos. a.. z^ , J 
ds df ^ ds ' ds 

, . ds . / V ds 

çip. {a. — /*) = ; sm. ia., — ^/)= . 

r r, 

et ces valeurs , substituées dans l'équation de l'article précédent , la 
phangent en 



n. {^a,~a) ) ^ 



Digitized by 



Google 



l88 STATIQÙfeÉLÉMÈiîTAIRE- 

(i) . ..P,rj{Âjr^^tx)B,a^^--dx^/siù.a^)—Pr(djtOBia—d 

Le premier terme du premier membre est Téquivalcnt de ^expression 

laquelle étaht introduite dans (i), donrte, en observant que, d'après fa 
tondition de l'a continuité j Textes d^utae fonction où tout est marqué 
d'un accent , sur la même fonction, sans accent, égale la différentielle 
de cette demii*re fonction 

{p) . . d\Pt(djrc6sa — dccsm.a)] +P,r,(ddjy^cosaj—ddx,sin.a,)=,o 

424. P,f,é=Pr+d(Pr)j ddy , cas. ûij^ndd jcos. a + d{ddj' COS. a) j 
ddœ,s\n.(t,±zddx9'm. a'+^{ddxtm. a) j substituant ces valeurs dans 
Té^aation (a) de Tarticle précédent et ne conservant que les termes du 
^«. ordre, on obtient finalement 

d\ Pr{dj'cos.à — dxs'm.a) l+Pr^ddjycos.a — ^^a^sin.a)'=±:o 

425, On a, par la théorie àes courbes, dans Thypothèse de ds cons- 

Jyds dxds „ , __ dy-ék ,, -d^ds 

tant,r=~~3 — = tt— d'où ^tt/a? =--*^ — ^--^ddy =i z 

ddsD ddj r "^ -^ r -^ 

et metlaiit, au lieu de ddx et ddj- ^ ces valeurs 
d\Pr( dv sîn. cur— dy cos. a) \ 



ds 



+ J^(i3^^'si'n. a + dx COS. a) = a 



, dy-ds 

426. Enfin substituant à r l'expression ^"n^ ^ oti arrive à réquatioif 

du 3*. ordre 

..Pd)r{â.tsm:ûL — drcos.a) , „, , . , s 

d\ — =^-^^ ^ '— j + P(//7sm. a + dxcQS. a)==.o 

427. Lorsque les forces tangetîtielles, appliquée^ aux points extrême* 
de la courbe, ne sont pas données k priori ^ ou, lorsque ces points ex- 
trêmes sont fixes, les déterminations des tendions que la courbe y éprouve* 
sont Hées à celles des constantes arbitraires, introduites par les intégra- 
tions. On voit, en général, par les relations qui existent entre les équa- 
tions de l'aVt. 4o5, et ^celles de î*ai*t. 414 et suivants , que ces dernières ^ 
se rapportent spécialement aux différents points du système, autres que 
les points Urnitts j qui exigent des considérations particulières». 



Digitized by 



Google 



Section troisième. 1B9 

Ap{)lIcalioii éc$ forBDulei précédentes au ca6 oii les dircclions des forces «oxifc 
supposées normales à la courbe funiculaire. 

4!i8. L'équation de l'art. 4^5 donne immédiatement une propriété 
remarquable de l'équilibre d'une courbe funiculaire sollicitée par des 
forces dont toutes les directions sont perpendiculaires aux éléments de 
courbe auxquels ces forces 8ont pespeclivement appliquées. 

Celte hypothèse donttïe 

sin. a = — p- j COS. a i= — ^ 
ds ds 

d'où on tire 

dXPri dx^ + dy^ ) 

d.^ ' ="^ 

observant que ds j dont le carré ^ss^dx^+dj^ ^ est constante et inté- 
grant ^ on â 

„ „' cetwturtte 
Pr = constante ; P= • 

r 

chaque force est réciproquement propportîonnelle au rayon de courbure 
de l'élément de courbe sur lequel elle s^t, » . , 

Equation de la courbe funiculaire sollicitée par des forces parallèles et égales. 

429. Les forces qui sollicitent le polygone funiculaire, etiqwi agissent 
dans un même plan , étant de plus supposées égales, et parallèles à l'axe 
dcsj^^ on pourra trouver, immédiatement, les conditions de leur équi- 
libre, en répétant les raisoniiements des art. 417, 418, 419 et 42Q, et 
observant que l'hypothèse de a=^a^,=^\:rr^ donne sin. {a — ^a.) = cos. /? 
et sin. («^, — a^) = cos. tf^^. Celte 8iuî^:)lificationet la condition P^=zP^^^ 
constante ^ réduisent l'équation de l'art. 418 à 

COS. tf sin. {a^^ — /z^) = co9. ^^^ sin. {a,— a) 
480. Introduisant, dans cette équation, les valeurô données att: 4^3, ort 
a, toutes réductions faites, r^/r = /-^^.r; ou, en élimîiiant les qnantités 
accentuées, au moyen des valeurs r,z^r-\-drjdx„^=.dX'\^!i»ddûo-\-d^Xj 
et m'gligeant les termes d'un- ordre ' plus élevé que le second^ 
â rddx + drdx = o^ et enfin 

d^rdx) + rd^/x^=^Q 
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481. Faisant encoie disparaître le rayon de courbure /'= ^ (/& 
.est supposé constant) cette équation devient 

482. Les équations <les deux articles précédents sont exactement, les 
jiièmes qu'on aurait eu, sans calcul, en faisant, dans les équations des 
art. 424 et 426, P = constante et (i= -j :^ d'où , sin. «=3= i ^ cos. a =^o. 
Cette simplification rend l'équation différentielle de la courbe funiculaire 
^ntégrable, ainsi qu'on va le voir. 

488. La première intégr^aLe de dl ~j- 1+^ = 0^ eu 

dydx 



(0 .......•.;- ^^ —A' 



ddx -^-^ 

'A est la constante ./arbitraire. Mettant cette intégrale sous la forme 

ddx dy 

/et observaiit que ds est supposé constant, on obtient, immédiatement, 
une seconde intégrale 

(2) dx{A—jr) = Bd^ 

de laquelle on tire 

+ Bdy 
(3) dx^-—==^==r=, 

B étant une seconde cojistante arbitraire.. Enfin la 8«. intégrale est 
(Traité félém^ntaire de calcul intégral de Lacroix ^ art, i6x*) 
x = B log. CTB log. { 4 —J ^l^iA-yY^B^ \ 
ou x=^B Ipg. \CÇA —^+yr{A^yY^B~) }..... (4) 

La .CQurbe a degx branches égalas et semblables, placées syméjriquer 
liient de parjt et d'autre d'ujie parallèle k l'axje des j. 

484. Les jroi3 constantes A ^ B y C sont données , lorsqu'on connaît 
Içs i)Ositiops du premier et du dernier point, et la longueur de U çourt)e 
qui est susceptible d'une rectification algébrique. L'équation (2) de l'art, 

précédent donne ^. = ifl|^ = {Jj-JÙÏ^^PHL , d'oi. 
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(i) d Y{A~j) 

^'^ ^'-^vçr^Y-B^ 

E ^st une 4«. constante arbitraire. 

435. Substituant, successivement, dans l'équation (4) de Tart. 433 y 
les valeui-8 de a: et j^ qui correspondent à l'origine et au dernier point 
de la courbe, et faisant des substitutions pareilles, pour s ttjy dan»- 
Féquation (2) de Tart. 434, on aura quatre équations déterminées, qui 
renfermeront les quatre inconnues A,By Cj E^ avec des quantités- 
connues; les deux premières équations sont transcendantes, mais, quand 
il ne s'agit que d'évaluations numériques, on peut, par des méthodes d'ap- 
proximation ,^ obtenir les valeurs cherchées. 

436. LoVsq^ue les constantes seront ainsi déterminées , oiv trouvera 
aisément, par les équations (3) et (4), de l'article 433, la posi- 
tion du point de la courbe où la tangente est parallèle à Taxe des x y 

c'est- à -dire où on a -^ = o. Faisant passer, par ce* point, une parai-» 

lèle auxjj^et plaçant l'origine des» coordonnées, sur cette parallèle, à 
une distance A de l'axe des a?^ du côté àçs jy positives , on aura ( les 
nouveaux axes des coordonnées étant parallèles aux anciens) l'équation 
de la courb.esous la forme suivante^ la plus simple dont cette éqMatîun 
soit susceptible 

;^X=3B log. I * / ^ J^ 1 -J représente A — y derequa- 

\ B J { tion(4),art.433. 

Les deux branches égales et semblables de ^a couAe sont placées sy-' 

métriquement, ée part et d'autre du nouvel* axe desjy ^ le paramètre B^ 

égal k la distance de l'origine des coordonnées au sommet de la courbe; 

est ,. en mérae tenips , égal à son rayon de courbure au môme point, - 

le rayon de cburbure, à un point quelconque, étante -^p-^- voyez, 

pour la démonstration de plusieurs jwopriétés curieuses de cette courbe, 
un mémoire de M^, Ampère publié dans le tome i«^. de la collection des 
mémoires présentés à l'Institut par divers savants. 

4^7. Conservant la position des axes coordonnés déterminée dan^- 
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l'art, piéccdent, la tangente trigonomt trique de l'angle formé par l'axe 
des X et par l'élément ds de la courbe a pour valeur 

^^ ^ 1^-^^"^ • 

et la longueur de l'arc de la courbe, comptée du point dont Tabcisse 
^ = o ^ se calcule par Técjuation 



(^) 



- ^ f rorîgipe des s doit élre prise au point oà 

yy^B et a::;=îo, le même poipt où -~^ =:o, 



Éyaluallou de la lengion , à un point quelconque de la courbe funiculaire j défi* 

nition de la chatnei^te, 

488. Toute l'analyse renfermée dans les dix articles précédents est 
iniquement fondée sur les conditions de l'égalité et du parallélisme des 
forces appliquées aux différents points de la courbe funiculaire, et laisse 
entièrement indéterminée l'intensité commune de chacune de ces forces, 
Ainsi l'équilibre ayant lieu dans une certaine hypothèse sur cette intenr 
site, on peut la doubler, la tripler, etc. sans que la forme de la courbe 
funiculaire change , si toutefois le cordon est capable de résister à U 
tension qu'il éprouve et dont il faut donner l'évaluation. 

Je nomme T, et T,, les forces tangentielles qui retiennent la courbe 
à son premier et k son dernier point , et qui peuvent être les résistances 
jde deux points fixes auxquels le cordon serait attaché; et substituant, 
dans l'équation (i) de l'article précédent, pouf j^ les valeurs de la pre- 
mière et de la dernière ordonnée , j'ai les angles que forme la courbe 
avec l'axe des abcisses a son origine et à son extrémité, angles que je 
désigne, respectivement, par ^^ et j4^,, 

Il s^agit d'abord d'évaluer T^ et T^^^ mais on ne peut rien prononcer 
sur ces forces , ou ces tensions extrêmes, sans connaître les forces qui 
agissent sur le système entier; supposons qjje la courbe funiculaire est 
une corde pesante, homogène, uniformément grosse, et, d'ailleurs, par- 
faitement flexible et inextensible ; la force appliquée à chacun de ses 
éléments aura, pour valeur , le poids de cet élément, et le plan vertkal, 
dans lequel se trouveront les point extrêmes de cette courbe, la renfert 
mera toute entière, Les axes des x et dcsj^^ art, 486 et 487 , seront, l'un 

horizontal 
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liorizontal et l'autre vertical ; le point où j = sera le point le plus 

bas de la courbe. 

De plus, si, pour simplifier, on regarde comme unité de poids, le 
poids de l'unité de longueur de la corde et qu'on fasse sa longueur to- 
tale, entre les points extrêmes, égale à 12 ^ on aura trois forces J2j 7*, 
et r,, en équilibre, la première, qui est verticale, faisant, avec chacune 
des deux autres, des angles respectifs, j ^ — -^, ^ et f jt — -^,, ^ ce qui 
fournit, art. 6o, les proportions 

J2: T, : T,, ;:sin. (^,+^„) : cos. ji,, : cos. -^, 
desquelles on déduit 

_ COS. ^^, jy ^ rp _ cos. ^, j^ 
' sin.{^,+^J ' "-sin.(^,+^J • 

439. Ces deux équations peuvent se mettre sous la forme 

on a art. 487 , en désignant par a^ et a^^ les ordonnées respectives du 
premier et du dernier point de la courbe, 

tang.^^= '-^ j tang.^,^== '-^ j 

n=(a^^—B^y + ( V '-^*)" 

et ces valeurs, substituées dans les deux équations précédentes ^ donnent 
les résultats remarquables 

440. Ces résultats auraient été obtenus d*une manière plus simple en- 
core si on les eût déduit de la tension que la courbe éprouve à son point le 

plus bas, au point où -j^ =0, et dont l'ordonnée =iB; désignant cette 

tension par S et faisant la longueur de la courbe , depuis son premier 

point jusqu'à celui dont nous nous occupons, égale à o?^ on a art. 487, 

I» = J/'a,— -iî» j et art. 5o 

^ . ' . ^ sîn.^, 
fo'.tf;: sm. js, ; cos. jî, ;; 7- : I 

cos. J^f 



d'où Ô = *" 



tang. ^, 



a5 
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et substituant pour û? et tang. ^^ leurs valeurs, 

S est l'ordonnée du point le plus bas de la courbe, 
441. A un point quelconque, où la tension est / ^ on a 

È' fv ^* 1 * 

as 

j. . ds ^ 

d'où / = 



dx 



As \ Y 

et substituant , pour & et -^ leurs valeurs respectives B et ■=—- ^ on a 

t = y 

la tension, à un point quelconque de la courbe, est égale au poids d'un 
arc de cette courbe de même longueur que l'ordonnée du point où se 
fait éprouver cette tension. 

442. La courbe, dont je viens d'exposer les propriétés, connue par 
les géomètres sous le nom de chatneUe y est célèbre dans l'histoire dc$ 
mathématiques. 

Les puissances qui sollicitent le po1ygon« ou la courbe funiculaire > sont dirigées 
sur des points fixés dans l'espace. Cas où on suppose que ces forces tendent 
à un centre commun et sont des fonctions quelconques des distances de ^eurs 
points d'application à ce centre, 

443. J'ai supposé , dans toute la théorie exposée depuis l'art. Spii , 
que les quantités, ou données ou cherchées relativement à chaque force, 
étaient son intensité, les angles formés par sa direction et par des axes 
fi^es dans l'espace , et un seul ppint de sa direction, appartenant au poly- 
gone ou à la courbe funiculaire. Cette hypothèse convient à la plupart 
des usages qu'on a à faire du système funiculaire , dains les machines ; 
il est cependant des cas où l'action d'une puissance se transmet à un pareil 
système, par l'intermède d'une corde qui pa^çe sur une poulie fîxe^ et si • 
envisageant les problêmes qui le concernent, sous un point plus étendu, 
on veut le considérer comme soumis aux forces naturelles, résultant des 
actions réciproques des corps les uns sur les autres, il faut avoir égard 
aux points fixes vers lesquelles ces forces sont, en général dirigées. 

Il convient, d'après ces observations, de compléter les études utiles 
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que les élèves ont eu occasioti de faire sur le polygone fuiiiculaire, par 
un court examen du caà des points fixes extérieure au système. 

44if Conservant la notation des art. 894 et 406, j'appelle ^(m) , V(m)f 
i^(m)^ les coordonnées respectivement parallèles aux iVjjy et z^ au point 
fixe, par lequel passe la direction de la force jP(ûi) appliquée au point, 
ou sommet d'angle, n^. m\ on peut imaginer, à ce point fixe, un an- 
neau , d'une ouverture infiniment petite , traversé par utt fil parfaite^ 
ment flexible et inextensible , dont une des extrémités est attachée au 
point n^'. mj la puissance P(m) étant appliquée a un poirit quelconque 
de ce fil qui ne soit pas compris entre le point h^. m et l'attneau fixe , 
et son intensité , étant égale à la tension du même fil ; cette manière 
d'envisager les actions des forces P(m) fournit immédiatement le moyen 
de les représenter par des poids suspendus aux extrémités des fils qui 
traversent les anneaux fixes. 

445. Les forces, qui sollicitent les différents points ou sommets d'angles 
du polygone , seront ainsi représentées , en intensités , et directions , 
par les tensions et les directions des fils attachés à ces points et tra - 
versant les atlneaux fixes , quelques soient d'ailleurs les difections de$ 
forces qui tienneïit ces fils tendus* Introduisant ces nouvelles conditions 
dans les équations {€) dé l'art. 406, on remplacera Cos. (1,,^ cos. ^„^ 
COS. y^jy COS. fit,,, > cos. ^,„> cos. y,,,^ par des quantités dont les exprès* 
tions auront ia forme 



cos. CL 



^ _ n — ^ 

des -lors ces équations (^) nfc renferhieront plus que des fonctions des 
puissances et des coordonnées de leurs points d'application, dans les- 
quelles erttreront les constantes qui appartiennent aux points fixes. 

446. Si, pour avoir un exemple de l'application des équations (^ 
ainsi modifiées, on considère, comme données, les intensités des puis- 
sances , les longueurs des côtés du polygone, et qu'on suppose ses deux 
extrémités attachées à des points fixes, depositioné connues, il restera 
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à déterminer 3 (/i — a) ordonnées; or {^)et(y)^de rart.405, fourni- 
ront, précisénient un nombre d'équations égal à celui de ces inconnues. 

Je n'entre dans aucun détail de calcul ; il me suffit d'avoir indiqué la 
marche de l'analyse; je supprimerai également, pour abréger, les détails 
relatifs aux usages qu'on peut faire des équations des art. 3ç6 et 400 en 
y introduisant les considérations exposées dans les deux articles précé- 
dents et Je passe à l'examen curieux et instructif du cas où toutes les 
forces, appliquées à un polygone ou a une courbe funiculaire, tendent 
à un centre commun. 

447. Ce polygone, ou cette courbe, étant supposés attachés à deux points 
fixes , ou sollicités , à leurs extrémités , par des forces tangentielles diri- 
gées dans un plan qui renferme le centre commun des directions des forces , 
ce même plan renfermera la trace entière du polygone ou de la courbe. 

Je mets l'équation générale de l'art. 418, sous la forme suivante. 

s\n.{a„—a,) _ sin. {a,— a) . 

jP'sin. («„ — a,) Psin. (a — a) ^ ^ 

et il s'agit d'y introduire les conditions qui caractérisent le cas particu- 
lier de la convergence des forces en un point commun; pour cela, dési- 
gnant par/? etpj les distances respectives du centre de direction des forces 
aux points d'application de P et P,^ j'obsçrye que le triangle formé par 
les lignes p ^ p, et par le côté du polygone aux extrémités duquel elles 
aboutissent, donne la proportion 

p : p/.:sin. (a, — a,) : sin. (a^ — a) 

d'où p,ûn,{a, — a,) = ;?sin. (^, — a) {%) 

équation de condition cherchée ; divisant (i) par (2), on obtient 
l'équation 

,3^ sin.(g,,— tf,) s\n.{a,—a) _^ 

^ ^ ' ' ' P,p,s\n{a„—a,)%\n(a,—(i) . Ppsin{a,—(i)^\n,{a^a) , 

cette équation nous apprend qu'on a, pour chaque point d'application 

j r • 1 1 r s\n.{a,—a) 

des forces, une expression de la forme -55 — : — 7-- r-: — 7 r qui 

^ Pp^m.ya, — a)sin.(^ — a) ^ 

représente une quantité constante , dans l'étendue entière du système, 
puisque la différence entre deux expressions de cette forme, quiise rap- 
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{Portent à deux points consécutifs quelconques est égale h zéro. Ce ré- 
sultat donne l'équation 

, . Pps\n.(a, — a)sin. (^ — a) 

(2) —^ M-7 — r^^ ' = conslanle 

^ ^ sin. («, — a) 

et c'est une première intégration effectuée d'avance pour le passage du 
polygone à la courbe. 

448. J'appelle \l/ l'angle formé par le rayon vecteur p et par une 
ligne de position déterminée dans le plan des forces, et passant du po- 
lygone à la courbe, j'ai par les théories géométriques, en désignant, par 
ds^ l'élément de la courbe qui a p pour rayon vecteur, et par r le rayon 
de courbure de cet élément, 

(i) . . . . sm. {a,-a) = — s r=- > ,^^^ 

sin. (a— a) = —jj- - 

l'hypothèse delà continuité permet défaire sin. (a,— a)=:sïn. (a — a)y 
et toutes ces valeurs, substituées dans l'équation (2) de l'art, précédent^ 
la changent en 

p„Jl±^ P'^P . 

A étant une constante. 

449. La constante A doit, d'après ce qui est dit ci -dessus, représenter 
une expression de même forme que celle du premier membre de l'équa-^ 
tion qui la renferme, et cette expression appartient à un point déterminé 
de la courbe. 

Si on appelle G la force agissant sur ce point, g^ X> ^^ ^^ respecî- 
tivement, le rayon vecteur, l'angle que ce rayon forme avec la courbe^ 
et le rayon de courbure, au même point, on aura, ds étant supposé 

RGg. sin.* y B 

constant, A = -j^ — ^.=— — ^ en faisant /îG^sin.^;;ç=i?y 

et l'équation de l'article précédent, devient 

^ p^d\P^ 

460, On en déduit par l'intégration 
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(i) p^d\f^fPdp = — Bds 

mettant, au lieu de dsj sa valeur J/^dp'' +/;• d\f^^ j et dégageant d\p^ 
pn a ultérieurement 

(.) ^^- ^ r 

461. Telle est l'équatîon polaire, la plus générale de la courbe funi» 
culaire , dans le cas où toutes les forces tendent à un centre commun. 
P étant une des forces de la nature, dont j'ai parlé art. 448, sera, en 
général , fonction de p j ensorte que/^Pdp j et par suite, \p seront aussi 
fonctions de cette seule variable. 

Supposons que P soit soumis aux mêmes lois que les forces du sys-r 
lême du monde , et que, par conséquent , son intensité soit réciproque» 
fnent proportionnelle au carré du rayon vecteur p j on aura 

P:G::g-:p-jP = ~p- 
fPdp = Gg^.f—^ =z—Gg*. -^ + constante 

r F 

}e prend l'origine des angles -^ sur le rayon vecteur g^ et considérant g 
pomme la valeur initiale de /?^ j'ai constante = Gg^ d'où 

(0 JTdp^Gg[^-^=G8{^'^ 

jet l'équation (2) de l'article précédent devient, en faisant /?sin.^;ç = A 
(2) ^^= hdp 



p\{p-ëY-h^V 

45a. Soit P réciproquement proportionnel à une puissance co du rayon 
yecteur p^ on aura 

P: Gllg^ip^jP = 2^ 
. p^ 

fPdp =5 Gg^J — ^ = JUl^ z^ï "• « + constante 

"^ p^ l — (D ^ 

fPdp devant, comme à l'art, précédent , s'évanouir lorsque )j>c=^^ l'iû* 
tégrale devient 

(i) . . . • . . ./Pdp=.2^(piT^ — ^^''^) 

1 — f9 
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et cette valeur, substituée dans l'équation (2) de l'art. 4Ô0, donne 



453. L'équation (a), art. 45i , a une intégrale algébrique dans le cas de 
g^=^ hj autrement elle s'intègre, ou par logarithmes, ou par arcs de 
cercle. On peut observer, de plus , que lorsque G représente la puissance 
appliquée au sommet de la courbe , ou au point le plus près du centre 
de direction des forces , on a sin. ;;ç = i , parce que , à ce point , 

ou — ^j- =0^ ^^"^7 — =1^ le rayon vecteur est perpendiculaire 

à la courbe. 

Je supprime, pour abréger, les détails, purement analytiques et géo- 
métriques , que l'examen des équations des deux articles précédents 
pourrait amener, mon principal, ou plutôt, mon unique objet ayant 
été de présenter aux élèves la théorie de statique qui conduit à ces 
équations et qui leur fournit matière à une étude extrêmement utile sur 
les systèmes de forme variable. 

Principe général de l'équilibre j ce qu'on entend par PÙesses virtuelles, 

454. J'ai démontré, art. 76 et suivants, plusieurs propriétés remar- 
quables de l'équilibre d'un point matériel, sollicité par des forces agis- 
sant dans des directions quelconques, et j'ai fixé, particulièrement, l'at- 
tention des élèves sur l'équation/P^//? = o , de l'art. 87, en leurs disant 
que cette équation était « l'énoncé, applicable à l'équilibre d'un point 
« matériel, d'un principe très-général de mécanique, appelé principe des 
« vitesses çirtuelles ^ » et en leur annonçant que « son important usage, 
« pour l'analyse de tous les problêmes d'équilibre et de mouvement f 
« serait développé dans la suite du cours. » 

11 est temps de donner les développements que j'ai promis, quant à 
ce qui concerne la statique, et je vais d'abord présenter l'énoncé du 
principe général de V équilibre y considéré relativement à un système 
quelconque, après quoi je prouverai que lorsque l'équation déduite de 
ce principe est satisfaite l'équilibre a lieu , et réciproquement. 

455. « Soient JP'^ P"^ etc. des forces en nombre quelconque respecti- 
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« vement appliquées à un pareil nombre, (fini ou infini) de points ma- 
« tériels qui composent un système, de forme variable ou invariable, 
i< que j'appelle système j4. 

« Imaginons un autre système, que j'appelle système B, dont la gran- 
« deur et la forme, ou soient les mêmes que la grandeur et la forme du 
*< système Jl j ou en différent infiniment peu , et qui occupe une position 
« infiniment voisine de celle de ^ j il faut qu'en cet état de choses , 
« chaque point de -^ puisse prendre la place de son homologue , dans^^ 
« sans qu'aucune des conditions auxquelles les positions des points de -^, 
« et leur mode de liaison doivent satisfaire, soit violée. La forme et la 
îe< position de B demeureront arbitraires pour tout ce qui sera compatible 
« avec ces divers assujettissements. 

« Du point qui, dans le système B ^ est homologue au point d'aplica- 
« tion de la puissance jP'^ dans le système j4^ menons une perpendicu- 
« laire sur la direction de P^ j nommons dp' la distance entre le point 
« d'application de // et le pied de cette perpendiculaire^- donnons à dp' 
<< le signe positif, si P' tend à pousser son point d'application vers le 
i< pied de la perpendiculaire abbaissée sur sa direction, et le signe nér 
« gatif dans le cas contraire. Enfin prenons , sur les directions de P"^ 
ff jP'"^ etc. , des longueurs dp" jdp'" ^ etc. déterminées parle mêmepro- 
« cédé que dp' ^ et assujetties, quant aux signes, aux mêmes conditions. 

« Si les puissances F'^ P" j ptc. se font équilibre^ sur le système, on 
« aura l'équation 

P' dp' + P" dp" + P'" dp'" + etc. = o 

%< et réciproquement, lorsque cette équation sera satisfaite l'éqiy libre 
«aura lieu. » 

456. Les distances, infiniment petites, entre les points homologues 
des systèmes ^ et B ont été nommés les ultesses virtuelles des points 
d'application des forces P' ^ P" j etc. ; voici sur quoi cette dénomination 
est fondée: si , lorsque les systèmes j4 et B sont dans des positions infini- 
ment voisines, chaque point du système -^soumis à l'action d'une force, 
se mouvait de manière à aller prendre la place de son point homologue 
dans le système iEf ^ ce qui, d'après l'article précédent, pourrait se faire 
sans que les conditions du système A fussent troublées, et si, de plus, 
tous les déplacements s'opéraient dans le même temps, infiniment petit, 
ies rapports qui existeraient entre les espaces élémentaires parcourus par 



Digitized by 



Google 



Section Ti^oïsiii^ç. aai 

les p(^înts d's^ppllcdliiQn des forces. , seraieol: cçux des ç^ttesses de cet 
poii^t», et pourraient représenter ces ç^itesses j sinsi que je Texpliqueraî 
2m CQtnnieQC^nieBt de la fi^ partie dyt cours ; ççB mçiiç^meMls et ce% 
f^7tesses a^on^ pas lieu , mais, sont çqpf^patibles avec ^es cpi^ditions 4^ 
système ; en, conséquence les vitesses ont ét^ nommées vir^ueU^j 
et le principe , qui donnQ réqua,tion de )'art. pr^édçi^ , a été ^on^- 
ipé, principe 4^s çlfesJies virluelies. Les incréments dp^^ dp" etc, ou 
les. espaces parcouru^ par les points, suppçsés niiçbijes^ dr^i^sje sen$ desi 
l-igoes dç direction des forces, sont le^ vitesses i^irt^el^les t^Xiv^ées siii-^ 
yant ces directions, et on énonce le principe généi:^^ ^i en disant que k^ 
produits de ces çUfSiseSj ainsi décaq>posées^ pftr les forcer respective^ 
auxquelles elles se rapportent, doivent, lorsque l'équilibre $ lieu, formeif 
vne somme égjale k zéro, et réciproquenaent, 

Cest ayec ces coçsâdérat^io^ anticipées de moziçementj qu'on pré* 
sente ordinairement les notion^ relatives à la signification de i'équatloii 
-Ç (P^^/?)==9, et ye les ertiployerai quaiii^ elle^ abrégeront le discours, 
}Aai& j'ai cvu^ conv^Q^blç de Ê^ire voir, dès Tal^ord, qu'on ppuvait s'ci^ 
paissen 

Définition des moments , dans Paçception .qu'op donne à ce mot lorsqu'il s'agit 
du principe des pîtesses virtuelles y ou principe général de ^équilibre. Obser- 
vations sur les changements de fermes et de positions des systèmes qui pro- 
duisent les moments. 

467. Après avoir expliq^é> avec les détails suffisants , la g^énération 
des quaçtit^s d&la foriv^ ^4p do^ït l'égalité à zérp assure l'équilibre, 
ou en est une <?onséq.uepjçe ,. je dois ajouter qiii'on a donné à cç produit 
Pdpy le npip de moffk^nt de la force P. J['ai déj^ paiflé de la^si^ificar 
tipn. de ce mot , ^çt* 8^, à l'occasion, d'un cas particnlier d'équilibre» 
et comme il nfa pas ici,, ni à l'ai^t. ci té,, la n^nie acception qu'aux art. 
lôy, 1,53 et suivant$, )'aurai spm», ppur éditer tout^ équivoqu^e^ chaque 
fois que j'envplpyerai le mot momenl^ danS: le sisns.que je vieqs 4^ Ui^ 
attril?Her , d^ le f^ire suiyre du. np- dii pr^ései^t art* 457^ 

458. Voici; m^iptei^nt quelques ob^rvatfion^ par lesqu^Hjes; je croii 
Revoir, pour pïu^ de clarté , compléteir ks notâjdos q^i préç^di^nt;, avapt 
d'exppsçr la tliéprie. ^qalyliqu^ qqi Ws concerne* ^ 

. Je ferai d'^bpr.d rçijjiarquçr qufi \^ dçuble as§Mjettis§enïçirt impQsé j 
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art. 455 , de donner au système B une forme et une grandeur telles 
que lorsque ce système est dans une position infiniment voisine de celle 
du système A ^ tous les points de ce dernier puissent, sans violer les 
conditions de leurs liaisons , prendre, dans le premier, la place de leurs 
homologues , suppose (j4 et B occupant , comme on vient de le dire , 
des positions infiniment voisines) que, dans le cas où le système Jt 
aura des points fixes dans Pespace , ces points coïncideront avec leurs 
homologues dans i?^ et que si d'autres points sont assujettis à être posés 
sur des courbes et des surfaces, les homologues de ceux-ci seront Sur 
les mêmes courbes et les mêmes surfaces. Les espaces élémentaires dp^ 
qui entrent dans Téquation générale de l'art. 405 et qui se rapportent à 
l'une ou à Tautrc classe des points dont je viens de parler , devront 
donc ou être nuls ou être déduits d'arcs pris sur des courbes ou des surfaces, 

469. Les changements , infiniment petits , tant de la positron géné- 
rale de /4 j que des positions relatives de ses points , qui feraient occu- 
per à ceux-ci les places dé leurs. homologues dans B j sont des modifi- 
cations du système , qur ne supposeraient , si elles avaient lieu, aucun 
effort > aucune dépense de force ; chacun de ces points ne doit pas op- 
poser plus de résistance à sa translation , que ne le ferait un point ma- 
tériel pesant, posé sur un pfan horizontal , et sollicité par une force 
agissant dans ce plan , à laquelle le point matériel doit céder , quelque 
petite qu'on la suppose, la résistance que ce point peut opposer à son 
déplacement , dans le sens horizontal , étant un zéro absolu. 

Cette indifférence absolue des points d'un système à passer, de leurs 
positions actuelles, à toutes les positions infiniment voisines, que les 
conditions du système leur permettent de prendre, a lieu non -seulement 
lorsque le système n'est soumis à l'action d'aucune force , mais encore 
lorsqu'il est sollicité par des forces qui se font équilibre. On reconnaîtra 
la vérité de cette proposition, si on fait attention que les conditions , 
susceptibles d'être exprimées analytiquement , qui fixent les positions 
respectives que les différents points du système peuvent prendre, assu- 
jettissent chacun d'eux à se mouvoir sur une ligne ou une surface ayant 
une certaine position par rapport aux autres poiiWs;l^équilîbreqin,par 
Tétat de la question, existe entre l'ensemble des fijrces agissant sur le 
système, suppose un équilibre partiel, entre les efforts qu'a à supporter 
Tun quelconque de ces points, et qui sont dûs tant aux puissances im- 
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tnédiatemeflt dirigées sur lui, qu'à cellies dont il éprouve Taclion par l'in- 
termède des parties du système. Or cet équilibre partiel exige que la 
résultante des efforts dopt je viens de parler, soit perpendiculaire à la 
courbe ou à la surface sur laquelle le point est obligé de rester, rien i>e 
s'oppose donc à ce qu'il éprouve un changement <ie position infuiiment 
f>etit sur cette courbe ou cette surface. 

460. J'ai dit, art.3&9, à P^op^s des équations de condition du système 
funiculaire, que les cordons qui n'éprouvaient aucune tension,. ou qui 
^'taient lâches, n'étant pas des moyens de transmission des forcies, de- 
vaient être regardés comme étrangers au système. Des considérations 
analogues s'appliquent au principe général de l'équilibre ; lorsque des 
points d'un système sont attachés les uns aux autres, par des liens flexibles 
que les forces en équilibre, sur ce système, tiennent tendue, il faut ex- 
clure des changejfnents de forme qui introduisent des termes dans la 
somme des moments (art, 467) ceux qui rapprocheraient deux quel- 
conques des points, ainsi liés, «n détruisant la tension du lien inter- 
médiaire. 

Il est visible que les forces appliquées au système, restant les mêmes,- 
le rapprochement dont Je viens de parler ne peut s'opérer qu'en vertu 
d'efforts supérieurs à la tension du lien, ce qui , d'après l'art, précé- 
dent est contraire aux conditions assignées pour les changements virlu- 
els de formes auxquels sonjL dûs les ternies qui entrent dans l'équatiop 
générale de l'article 466^ 

461. Si les liens, qui unissent les différents points du système, sont 
susceptibles d'extension et de contraction, on doit, dans l'état d'équi- 
libre, regarder comme invariable l'état où ils se trouvent, sous ce point 
de vue, parl'eflfèt des actions des forces, considérer les changements 
virtuels de formes, sans avoir égard aux variations de dimensions qu'ils 
pourraient éprouver, en vertu de leur compréssibilité ou de leur élasti - 
cité, si le système était sollicité par d'autres forces, et supposer que ces 
changements de forme doivent, dans le cas où ils auraient lieu, s'opérer 
de la même manière que si les liens étaient inextensibles. 

Cette condition n'exclut pas le mouvement qu'un anneau peut prendre 
dans le sens de la longueur d'un fil élastique qui )e traverse pourvu que 
la tension de ce fil reste la même, 

462. Enfin on donnera aux valeurs des incréinents dp qui multiplient 
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fes forces P dans l'équation générale dé l'art. 466, toute là gèoéraYné 
possible^ si le ^stéme Bj dato sa position infini itient Voii^ine de celle 
du système ^^^ egft pkcé ^e Aianière <Jute les points àe ce dernier ne 
puissent remplacer leurrs homologues ^ sans que le système auquel ils ap- 
partiennent n'éprou\ne, indépendamment du changement de forme dû 
aux variations des distances respectives entre ses différents points, un 
mouvemem général de tractation ou de rotation , suivant qui! sera 
liùrej ou assujetti à tourner autour d*tin point ou d'un axe. 

Pour faire concevoir comment la réunion de ces deuic conditions doit 
donner, en général, aux incréments i/p des valeurs comptèies^ je dteraî, 
en exemple ) le polygone funiculaire; les moments (art. 467) des forces 
appliquées aux sommets de ses angles, qui ne se rapporteront qu'à lefurs 
changements de positions les uns par rapport aux autres , pourront être 
complétemerrt o^btenusCn laissant deux $onr>mets consécutifs ^uekortquc's 
immobile^ dans l'espacie; soient ces points immobiles > ceux que j'ai ap- 
pelle, art. 894, le t^^ et le sfipoint\ di*5-lôrs le 3* point ne pouri^a changer 
de position qu'en se mouvant sur une surface sphérique, de position fixe 
dans l'espace, le 4® point devra se trouver, après le chàtigement, sur une 
ftutré Surface sphérique d\ifa tayon dofthé, dont le centre s^ra un des points 
■de la première surface, etc. et cependant tous lès changements de posi- 
tions relatifs au mode dé liaisôn'des parties du sy^ènfïê, auront été opérés; 
'mais si, indépéndamnïent dés Ynàùveiaents tondiÊionhèls ^ "par lesquels 
s'opèrent ces changements, vous imprimez au système lin mouvement 
général de translation , le i^'et le 2« point pourTéht prendre des positions 
•assujetties à la seule condition de laisser èntr'ëtix une distance inva- 
tiâtble; le 3® point au lieu de parcourir un arc pri^ sur ime surface éphé- 
rique de position déterminée, pourra parcourir urte ligne élémentait*e, 
-faisant avec cette âurface un angle quelconque, c'est suf cette ligne que 
"Sera le centre d'une surface sphérique ayant le 3^ côté pour rayon' et 
renfermant le 4« point etc. 

tléciproquement , il Berait facile d'imaginer d'autres modifications dû 
système qui sembleraient n'être que des changênrfehts de forme purs et 
simples, et qui , cependant, pourraient, dans chaque cas,«e ramener à 
un changement de celte espèce et à rnoutvemènt général de translation. 

D'après ces observations, lorsqu'il -s'agira des moments (art. 457) des 
forces appliquées à un système de forme variable , je suj^|X)serai que ce 
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Sysléme éprouve d'abord une variation infiniment petite dans sa position» 
"sans changer de (bntie , comnïe le ferait un système de forme invariable» 
et qu'il subit ensuite un change»»ent de fcfrme compatible avec les con- 
ditions auxquelles il est^oumis; l'iocrénient Jp^ pour chaque point, 
sera le résultat de la combinaison de ces deux mouvements , et cepen- 
dant l'une ou l'autre des deux parties , ainsi combinées , qui compose- 
ront cet incrément 9 pourra^ dans certains cas, être égale làzéro, soit dans 
l'étendue entière, soit dans une partie du système. 

Suite de ce <^ui a été dit , «rt. 83 et suivants , sur le principe des i4i€sses vir^ 
tueUes considéré relativement à l'équilibré d'un point. 

463. Uéquation S (P^//)^=o, applicable art.88,à(Un point matériel^ 
libre, a été déduite, comme conséquence , des équations exprimant le« 
-conditions de l'équilibre de6 forces appliquées à ce point , ainsi il est 
"démontré que, lorsque l'équilibre a Heu , cette équation est satisfaite. 
L'inverse du théorème est aisée à prouver ; conservant la notation des 
article 83 et 87 , observant que S (Pdp) :^»f£ {P co$JÛ) <et que 
COS. ((?' = COS. a COS. a' + cos. If cos. ^' + cos. y cos. y' j cos. û^^ 3= 
COS. a cos. a'' + cos. ^cos. If^' + cos. y <:os. y'^ j eic.^ on peut mettre 
cette équation soùs la forme 

(^) . . (>cosa(P^c:ûL^+etc.)+pc. y(P'c.ir+etc.)-f ^c.)'(iP"c./'+etc.)î=o 
or fcos.ajf cos. ^ et ^ cos. y sont des quantités absolument arbitraires, 
qui n'ont aucune relation nécessaire, soit entr'elles, soit avec Jes autres 
quantités renfermées dans l'équation précédente^- prenant, à volonté, 
trois lignes À,, X„ , ^,„ ^ on peut faire ^ cos. (Z=^, ^ ^cos. ^r= X„ ,, 

f COS. y = À,„ , ce qui donnera p ±= K^+V+X^ ^ cos. a= -~-^ 

cos. ff= — ^^ cos.y = — ^- 

Il suit de cette indépendance des facteurs pcos. a y pcos. ^6 , p cos. y ^ 
que les termes dans lesquels ils entrent doivent être séparément égaux 
à zéro; ainsi l'équation (Z'), qui n'est que l'équation S {Pdp)=Oy soi» 
une forme particulière , ne peut avoir Heu sans que les équations 
P cos. a,+etc. =0^ jP cos. ^+etc. = o^ P cos. / + etc. =0^ qiû 
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expriment les conditions de l'équilibre, ne soient satisfaites. C. Ç. F. D. 

464. On a vu, art. 40, que si, en conservant Tintensité et la ligne de 
. direction de la résultante R de plusieurs forces V ^ P'^ ^ etc^ on fait agir 

R ^ sur cette ligne, en sens contraire à celui dans lequel elle doit agir 
pour remplacer P'^ etc. les forces R^P' ^P" ^ etc. seront en équilibre; 
on a vu , ensuite, art. 74, que, lorsque plusieurs forces sont en équilibre 
«ur un point. Tune quelconque de ces forces peut être prise pour la 
résultante de toutes les autres, si, conservant sa ligne de direction on 
change le sens de son action ; l'équation 2{Pdp)=iO ^ peut donc être 
xronsidérée comme exprimant généralement le rapport entre le moment 
d'une résultante et celui de ses composantes, ou comme énonçant que 
Je moment (art. 467) de la résultante est égal à la somme des moments 
des compx>saptes , (propriété correspondante à celle des moments définis 
^rt. 157). 

Ainsi poser Péquation S(Pdp)::=:Of pu dire que la somme des mo* 
ments (art. 467) des forces P est nulle, c'est dire que le moment cle la 
résultante de ces forces, est égal à zéro, et réciproquement, 

465. En général,. si on a un nombre quelconque de forces appliquées 
à un même point,. et qu'ojii Leur substitue d'autres forces, produisant le 
•même effet , ou telles qu'en changeant le sens de l'action de chacun^ 
d'elles sur sa ligne de direction, ces dernières forces pourraient faire 
/équilibre aux premières^ la somme des moments sera )a même dans l'un 
et Tautrf système de forces. Cette proposition résulte immédiatement 
de ce qui est dit dans l'art, précédent. 

466. Jusqu'ici J'ai supposé que le point ^latériel était libre j si ce 
point est assujetti à tester sur une ligne ou sur une surface courbe , 
l'équation 2 {Piip)=af n'en sera pas moins la conséquence de l'équi- 
Jibre présupposé , ou la preuve de cet équilibre dans le cas où on n'ep 
serait pas assuré d'ailleurs; mais il faudra, conformément aux conditions 
prescrites art. 468, que les moments (art. 457) se rapportent à un cha^i- 
gement çirluel de position sur la ligne ou la surface mêipe qui ren- 
ferme le point commun d'application des forces. 

Les incréments dp remplissant ces conditions, le moment (art. 4S7) 
de la résultante sera nécessairement égal à zéfp, dans le cas d'équilibre, 
car, art. 90 et loi , cette résultante doit être perpendiculaire à l'élément 
de ligne ou de surface courbe qui contient le point commun d'appU- 
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cation des forces , et dès -lors , toute projection faite sur sa direction , 
d'une longueur prise sur la tangente, ou sur le plan tangent est nulle; 
mais, d'après l'art. 464, la somme des moments (art. 467) des composantes^ 
est égale au moment dé la résultante donc on a encore 2 (Pdp)z=zo , 
lorsque des forces, appliquées à un point qui est assujetti à se mouvoir 
sur une ligne ou sur une surface courbe , sont en équilibre. 

467. Réciproquement si on a Z {Pdp) = ^ sans avoir d'autre^ 
preuves de l'équilibre , et que tout soit d'ailleui-s conforme à ce qui est 
dit dans l'art, précédent , on en conclura , d'abord , art. 464 , que lé 
moment de la résultante des forces P est nul, et si cette résultante que 
j'appelle R^ a une valeur finie, .son moment désigné par Rdr^ étant nul , 
il faudra qu'on ait dr=Lo y et que par conséquent R soit perpendi- 
culaire à la ligne ou à la surface courbe qui contient le point commuri 
d'application des forces, et cette condition, art. 90 et ici , assure l'équi- 
libre de ces forces. 

Dans le cas où la résultante R est nulle, Tcquation 2 (Pdp)=:o et 
l'équilibre, ont évidemment lieu en même temps. 

L'équation donnée par le principe générât des vitesses virtuelles a lieu , dans le 
cas de l'équiUbre d'un systénte de forme Invariable , et réciproquement^ 

468. Je vais considérer le principe des vitesses virtuelles dans un 
système de forme invariable , et je divise la question en deux parties, 
l'une purement géométrique et l'autre mécanique. Je commence par la 
première, qui est relative aux différentes manières dont on peut conce- 
voir le déplacement ou le changement de situation dun corps dans 
l'espace (*). 

Supposons qu'un corps soit placé à l'origine des coordonnées x ^j et 
zj nommons centre le point de ce corps qui occupe l'origine, sec ■- 
tion y la section de ce corps par le plan des x ^ y ^ et employons les 
expressions de centre à l'origine , seclion à l'origine , centre déplacé , 
section déplacée, respectivement, selon que nous <:onsidérons le corps 
auquel appartient excentre et cette section , comme restant à l'origine 

(*) La démonstration qui occupe l'art. 468 et les quatre suivants est tirée d'un 
mémoire sur le principe des vitesses virtuelles et la décomposition des mouve^ 
ments circulaires , que j'ai publié dans le Journal de l'Ecole Polytechnique* 
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ou comme déplacé. Si ce corps quitte l'origine pour aller prendre un« 
autre position quelconque daps l'espace^ laiseciian déplacée et supposée 
prolongée indéfiniment , coupera le plan des x ^y en une certaine ligne 
droite. Par le centre de la section déplacée, je mène, dans le plan de 
cette section, uxie ligne droite parallèle à son intersection avec le plan 
X y y y et par conséquent parallèle au plan qp ,j lui-même; j'appelle 
cette ligne axe x ,j , du nom du plan auquel elle est parallèle , et elle 
sera \axe x jj k l'origine ou Vaxe x , j déplacé, suivapt que je la 
considérerai dans la section à l'origine ou dans la section déplacée. 

Soit fi Tangle formé par la section, déplacée et par le plan x , y yÇK 
fo l'angle formé par \axe x, j k l'origine et Vaxe x , y déplacé, oi| 
une parallèle à cet axe passax^t par l'origine ; cela posé, un changemient 
quelconque de position d'un corps primitivement pl^cé & l'origine de^ 
coordonnées, peut toujours être produit par cinq nu)uvements indépen-» 
idants, dont les valeurs particulières sont déterminées par les positiolis 
qu'on se donne arbitrairen^ent, du centre , de la section et de Va>xe x, 
y déplacés ; pour fixer les idées , on peut imaginer que la partie de cet 
axe os y y située dans l'angle des x , y positives, accroît, par son dé-» 
placement 4 l'angle qu'elle faijs«^it d'$^bord avec Vaxe des x, et que Ifi 
partie de la section compriae entre Vaxe x , y ^iVaxe des y s'élève, 
par la rotation autour de Vaxe x , y , dont nous allons parler, dans la 
région des x ^y, z positives. Les circonstances du mouvement ainsi dé» 
terminées, on le produira de la manière suivante: 

j^. Faites tourner le corps autour de Vaxe des z d'une quantité an- 
gulaire G}j sans déplacer le centre à l'origine ; ce premier mouvement 
rendra Vnxe x j y k l'origine parallèle à Vaxe x, y déplacé ou à la 
position qu'il doit avoir après le déplacement du corps. 

a^. Faites tourner, d'une quantité angulaire /^^ la section k l'origine 
jaulour de Vaxe x^yk l'origine, dans la nouvelle position que vient 
de prendre ce dernier ; ce «deuxième mouvement rendra la section à 
l'origine parallèle à la section déplacée ou à la position qu'elle doit 
avoir après le déplacement du corps. 

3°. h^ section et Vaxe x^y étant maintenus dans des positions pa^ 
raîlèles à celles qu'on vient.de Içur donner, ^faites mouvoir le centre k 
l'origine successivement le loqg des trois coordonnées du centre déplacé* 
J^e tfièfx^ procédé s'applîquçra ^ toute autre déternçiinafciop. des cir- 
constances 



Digitized by 



Google 



Section troisième. ^09 

constances du déplacement ; et le résultat de ce$ cinq mouvements sera 
la juxta-position complette du centre^ de Vaxe x ,y et de la section k 
l'origine, sur le centre j Vaxe x^y et la section déplacés, ou sur le 
poÎQt, la ligne et le plan dont ils doivent occuper la place, d'après la 
position qu'on s'est proposé de donner au corps dans l'espace. 

De plus, ces cinq mouvements pourront s'effectuer dans tel ordre qu'on 
voudra ; et quel que soit celui qu'on adopte, la position finale sera tou- 
jours Ifif même. 

469. Imaginons maintenant une ligne passant par un des points du 
corps, et faisant avec les axes des x ^ des j^ et des z , respectivement, 
des angles a , ^,y , et cherchons, dans l'hypothèse où ce corps éprouverait 
un changement de position infiniment petit, àxi moins quant aux deux 
mouvements de rotation, de combien le point s'avance dans le sens de 
Ja ligne; ce qui se réduit à trouver les projections, sur cette ligne, de 
chacun des cinq mouvements précédemment décrits, 

La position primitive et la position que doit prendre, après son dé- 
placement, le point dont il s'agit, sont supposés dans la région des x^ 
jy y 7 positives , entre le plan desy ^ z et un plan perpendiculaire à celui 
des x^j-y passant par Vaxe x, yj et les deux mouvements de rotation 
se font dans les sens indiqués à l'article précédent. Ces conditions parti- 
culières n'ont pour objet, comme je l'ai déjà dit, que de fixer les idées, 
et n'otent absolument rien de la généralité des résultats; car la marche 
que je vais suivre s'appFique indistinctement à tous les cas possibles, en 
ayant seulement égard aux signes des quantités. 

Tout cela posé, il faut chercher les variations des coordonnées x^y 
et z du point dont il s'agit, dues à chacun des mouvements partiels, 
multiplier ces variations respectivement, par cos, a y cos. «S , cos. y et la 
somme de ces produits ( en ayant égard aux signes ) sera la longueur 
que le point aura parcourue dans le sens de la ligne. 

Commençons par les mouvements de rotation. 

Premi€rmouvement.\jt poids décrivant un arcc»^ infiniment petit, 
autour de Taxe des 5 ^ la longueur absolue de cet arc sera C9 l^x^+y j 
et d'après le sens du mouvement, le point s'éloignera du plan 2?^ z et 
s'approchera du plan^ , z ; l'augmentation dey sera le quatrième terme 
de la proportion y^x^ +y : x i: tùV^x^-Ary^ • l'augmentation cherchée 
i ^7 
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= fi> a?^ longueur dont la projection sur la ligne qui fait un angle ^avec 
l'axe des j^^ a pour valeur o x cos. ^. On trouvera de même , pour la 
projection de la diminution de x y le produit -— œy coî. a. 

Deuxième mous^ement. Le point décrit un angle ^, infiniment petit, 
autour de Vaxe x^y , dans la position que cet axe vient de prendre par 
le premier mouvement. La distance de ce point à un plan perpendicu- 
laire à celui des a? , jr passant pat Vaxe xj^ est, en nommant ^ l'angle 
formé par cet axe x ^y et par l'axe des x ^ égale ky cos. ^ — o^sin. ^; 
d'où il suit que la distance du point à Vaxe ir,j^ est V^(j)^cos^— a?sîn^)»+z* 
et la longueur absolue de l'arc décrit =^ K(yeo8.^ — a7sin.^)*+^'. 
D'après la situation du point et le sens du mouvement , ce point 
s'éloigne du plan x ^ y ^ çx. s'approche du plan qui passe par Vaxe 
X y y. L'augmentation de z est le quatrième terme de la proportion 
V^(j>' cos ^— arsin ^)* +^* : y COS^ — XS\ïi4^i:fll/^{yQozÇ—x%\vnpy+z* : 
l'augmentation cherchée =fi{y cos. ^ — a? sin. ^) ^ longueur dont la 
projection sur la ligne qui fait un angle y avec Vaxe des -5^ a pour 
valeur fi {y cos.(^ — xsm,^) cos. y. On trouvera de même que^ z est 
la diminution de la distance au plan passant par l'axe x^ y j mais, 
d'après le sens du mouverfient, le point, en parcourant la ligne fiz ^ s'ap- 
proche du plan a?^ ^ ^ et s'éloigne du plan j-^ z j d'où il résulte une dimi- 
nution dej^ = — fiz COS. (pj dont la projection = — fi z cos. ^ cos. ff^ 
et une augmentation dçx=/!jtzsm.<p dont la projection =^ s sîn.^ cos a* 

Troisième j quatrième et cinquième mouvements. Ces trois mou- 
ments produisent des augmentations communes aux coordonnées de tous 
les points du corps, et si e,^ e,,^ et e,„ sont les espaces qu'il font par- 
courir au centre y parallèlement aux trois axes coordonnées, on aura, 
en projettant ces trois mouvements sur la ligne qui fait les angles a ^ ^et 
y avec les axes , pour l'augmentation de x ^ la valeur e, cos. a } pour 
celle j'^ la valeur e„ cos. € } et e,^, cos. y pour celle de z. Ces valeurs 
sont supposées infiniment petites ; mais elles pourraient être finies sans 
changer de forme. 

470. Ainsi , en vertu des cinq mouvements décrits dans l'art, précé- 
dent, le point dont il s'agit se sera avancé parallèlement à la ligne qui 
fait avec les axes des x ^ à^sy et des z ^ respectivement, des angles a, 
^et y^ d'une quantité quenouç désignerons par dp^ et qui a pour valeur: 
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e, cos, a + e„ cos. ^ + e,„ cos. y 1 ^""^ quantités tf, , e„ , e,„ , ^ ,^ 

^ / /v I ^ et /9 sont constantes dans 

.^ + At COS. ^ ( r COS. y — 5 cos. o ) I /,,^ , .. , 

^p^- \ ^ , )^ ' ' \ l'étendue entière du système , 

+ /.sin. <p (z cos. a-a?cos.y) | ^^ ^^^^^^ j^^ ^^.^^^ ^^^^,^,^, 

. + G? (a? COS. If—J cos. a) j varient d'un point à l'autre, 

et, quel que soit le changement de position, on obtiendra toujours une 
équation pareille, à cela près que, pour quelques cas, les signes qui 
dans le second membre affectent les différents termes ^e la première 
ligne horizontale, et ceux qui affectent la totalité des autres lignes hori- 
zontales, pourront changer en tout ou en partie} mais dans les deuxième, 
troisième et quatrième lignes/les deux termes renfermés entre les paren- 
thèses seront toujours de signes contraires; ce qui suffit à l'objet que 
j!ai en vue. 

471. Si on nomme p, j /?„ ^ etc. .des longueurs prises sur le$ direc- 
tions des puissances P, ^ P,, ^ etc. , appliquées à un système de forme 
invariable et se terminant aux points d'application de ces puissances , 
et qu'on rapproche l'équation de Tart. précédent, de celles de l'art. 846, 
après avoir multiplié celles-ci, respectivement p^re,^ e,,^ e,,,^ /x cos. à 9 
fi sin. ^jC}jet fait une somme des produits , on aura : 
P, dp, + P„ dp,, + P,„dp,„ + etc. = o. 

c'est l'équation déduite du principe des vitesses virtuelles. 

47^. Il est ainsi prouvé que cette équation est satisfaite , lorsque les^ 
équations d'équilibre de l'art. 846 ont lieu ; il faut maintenant démon- 
trer rinverse du théorème. 

Substituons, dans l'équation du principe des vitesses virtuelles, pour 
dp, y dp,, y etc, leui-8 valeurs données par l'équation de rart.470; il 
suit de l'indépendance des cinq mouvements dont la considération a 
fourni cette équation, que tous les produits de P, ^ P„ y etc. par les 
parties de dp, ^ dp,, ^ etc. qui se rapportent à e, ^ e„ ^ e,„ y œ et fi^ 
doivent être séparément égaux à zéro ; prenant d'abord les groupes de 
termes multipliés par e, ^ e,, ^ e,„ et â?^ on a les quatre équations 

P, cos, a, -f P„ cos. a„ + etc. = o , 
P, COS. (S, + P„ cos. ïS„ + etc. = 0, 
P, cos. y, + P„ COS. y„ + etc. = o , 

P, {x, cos. ^,—J, COS. a,) + P„ (ir„cos. iî*,,— jT/^cos. a„) + etc. = o; 

çpsuite il faut observer que dans cette équation de l'art. 470, les termes 
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qui se rapportent à fi occupent deux lignes du second membre , dont 
Tune donne la valeur de la partie de ^/; qui résulterait d'un mouvement 
angulaire infiniment petit fi cos. ^ autour de l'axe des œ, et l'autre la 
partie du même dp due à un angle fi sin. ^ décrit autour de Taxe des j^ .• 
ces deux mouvements de rotation fi cos. ^ et ^ sin. <p autour de l'axe 
des X et de celui des j-, équivalent au mouvement fit autour de Vaxe 
Xjj-j et font le même effet que ce dernier, quel que soit l'ordre dans 
lequel on les exécute; on peut faire /x sin. (p = J2^ et // cos. <p = *^-^//> 
en désignant par Jf2^ et *Q,, deux arcs infiniment petits , et dont les 

valeurs sont d'ailleurs arbitraires ; on aura pt = 1/^12^^ + J^,^ ^ 
sin. à = — ; . cos. à = — ^ • 

Il suit de l'indépendance de J2, et 12,, ou des angles /^ sin.^ ttficos.^, 
qu'on doit égaler séparément à zéro les termes qui dérivent de chacun 
d'eux j ce qui donne les équations 

Pf {j/ COS. y, — z, COS. S,) + etc. = o , 

P, ( z, COS. a, — X, COS. y, ) + etc. = o. 

et voilà les six équatipns qui renferment toutes les xronditions de l'équi* 

libre absolu d'un corps de figure invariable , déduites du principe des 

vitesses virtuelles. 

478. Si le système de forme invariable est assujetti à tourner autour 
d'un point fixe, on peut prendre ce point pour origine et pour centres 
dès -lors les déplacements des différents points du système seront dûs, 
uniquement, aux deux mouvement^ angulaires û> et^^ et il faudra, 
art. 458, faire dans la valeur de dp j donnée art. 470, e,=o^ «// = 0-^ 
^fff = o , au moyen de quoi elle deviendra 

{ fi COS. ^ ( j^ cos. y — z COS. ^) 
^/^ = < -Vp- sin. 4>{z COS. d — a? COS. y ) 

[ + û? ( a? COS. ^ — y COS. a, ) 
combinant cette équation avec les équations (it) -de l'art. 846, qui sont 
les équations >i = o, /z=:o, y = o, de l'art. 368, par les procédés in- 
diqués art. 471 , on parvient au résultat Z{Pdp)^=oj ainsi l'équation 
déduite du principe des vitesses virtuelles a lieu , lorsque celles qui 
expriment les conditions de l'équilibre d'un système de forme. invariable 
autour d'un point fixe, sont satisfaites. 
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On prouvera l'invei-se de cette proposition par la marche de raison- 
nement et de calcul employée art. 472 en ayant égard à l'indépendance 
des quantités œ , fi cos. fp et (A sin. ^. 

474. Substituant un axe fixe au point fixe et supposait que cet* axe 
est celui des z^ autour duquel se fait le mouvement de rotation co^ on 
aura e, = o^ e,,= o^ e,„=o^ fjL^=^o j la valeur de dp deviendra 

dp r=iG){^x cos. € — y COS. a ) 

combinant cette valeur avec la première équation (^) art. 846, qui 
est l'équation y = o de l'article 875 , on parvient encore au résultat 
-2* {Pdp) = o, laquelle se trouve véri fiée lorsque y 2= o, et réciproquement- 

475. Le système de fii)rme invariable pourrait avoir plusieurs de ses 
points assujettis à se mouvoir sur des lignes, ou des surfaces courbes, 
fixes et tellement placées qu'un dérangement, infiniment petit, de cç 
système, ferait parcourir à chacun des points dont je viens de parler un 
arc dç courbe élémentaire., sur la ligne ou la surface qui doit le contenir, 
sans violer les conditions assignée^ art. 469 et 460. Si dans cet état de 
choses, les forces dont le système éprouve l'action sont en équilibre, les 
lignes et les surfaces fixes qui retiennent une partie de ses points , 
éprouvent des pressions normales dont on détermine aisément les valeurs, 
comme je le ferai voir par la suite, quand le nombre des points, ainsi 
retenus, n'excède pas trois. Soient N,^ N ,,, ^ im ^^^* ces pressions, si 
on leur substitue des forces équivalentes et agissant en sens contraires, 
c*est-à-dire représentant les réactions que les points fixes pressés exercent 
sur le système, on pourra faire abstraction de ces points fixes en supposant 
le système sollicité par lesforces P et par les forces iV,^ JV„^ ^ m» ^tc* 
Le principe général donnera alors, l'équation 

dn étant la projection de la vitesse virtuelle du point d'application de N 
sur la direction de cette force A^; mais, art. 458, l'arc élémentaire, qui 
représente cette vitesse virtuelle, doit être pris sur une ligne ou une 
surface à laquelle N est perpendiculaire, donc la projection ^/î = o^ 
donc Z {Ndn)=^Oj et l'équation donnée par le principe général se 
réduit à S{Pdp)=:Oj bien entendu que les facteure dp ont des valeurs 
compatibles avec la condition qui assujettit plusieurs des points dvr sys- 
tème à se mouvoir sur des lignes ou des surfaces fixe^. 
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476. Chacune des forces P appliquée au système , est décomposable en 
plusieurs autres Q,^ Q,,^ etc. et les moments respectifs (art. 467) de celles- 
ci étant Q,dei,^ Qn^^ffj etc. ona,art.464,P^/^= Q,df}f+ (>„^(7„+etc., 
d'où on voit que lorsqu'on substitue, à un système quelconque de forces, 
d'autres fofces capables, soit de produire le même effet que les premières, 
soit de leur faire équilibre, si, en conservant leurs intensités et leurs 
lignes de directions, elles agissaient dans les sens convenables, la somme 
des moments sera la même dans l'un et l'autre système de forces. 

477- Qi^ Q/f^ Qffi étant prises parallèlement aux axes coordonnés, de- 
viendront pour chaq,ue force P , faisant avec les axes des x^j" et Zj les 
angles respectifs a^ Zf^ y^ les composantes rectangulaires P cos. a y 
'P COS. ff j p COS. y j dont les moments (art. 467) seront àx. P cos. a, 
âj. P COS. <S y àz. p cos. y^ en désignant par àx j ày ^ dz les projec- 
tions sur les axes des x ^ j" et z^ de la distance entre le point d'appli- 
cation de P dans le système A ^ (art. 455) et son homologue dans le sys- 
tème 5^ et observant que ces incréments, ou variations, àx ^ dy ^ dz 
doivent, en général, dans les systèmes continus ^ être distingués des 
différentielles dx y dj , dz x[ui se rapportent à la distance de deux points , 
du même système , infiniment près l'un de l'autre, la somnie des moments 
^ {Pdp) ou Z {Pâp) y prendra la forme 

2^ \ P {àx. COS. a -h àj. cos. 6 + àz. cos. y ) } 

On arriverait injmédiatement à ce résultat en désignant par a^ b j c y 
respectivement, les coordonnées parallèles aux a?,j^ et ;^ , de l'origine de 
]a longueur/? prise sur la direction de P ^ et observant qu'on a, a:^ j^ et 
^ étant les coordonnées de l'autre extrémité de/?^ 011 du point d'applii» 
cation de P^ 

d'où on déduit 

X — a . y — b . z — c 

àp — àx + -^ ày + âz. 

' P P ^ P 

X — a y — b ^ z — c 
on sait que r^ =xos. a^ ^^-^ == cos. q ^ -^ = cos. y ^ 

donc àp = àx cos. (t-\-ày cos. ^ -^-àz cos. y. 

L'origine de p est, dans les cas ordinaires des forces de la nature, 
considérée comme un centre d'où émane l'action de la force P ^ dont 
J'intensité est proportionclle à une fonction de la distance j). 
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DémoDsiration immédiate du principe des vitesses virtuelles , daiis le cas de 
rétjuilibre des forces appliquées à un système funiculair*. 

478. Un point quelconque d'un système funiculaire, que je désigne 
par point m^y et qui est soumis à l'action immédiate de la force P ,y 
appliquée au système, est, en même temps, tiré suivant différentes di- 
rections, parles cordons qui, partant de plusieurs autres points du même 
système, aboutissent au point /w,. Les tensions de ces différents cordons 
peuvent être considérées comme des puissances /, ^ /^, ^ etc. dirigées 
sur m, y et les conditions de l'équilibre exprimées , soit par les équa- 
tions de l'art. 72 , soit par celle de l'art. 88 , doivent exister entre les 
forces Pj y t^ y t^^ y etc. 

Soient t^ dt^ y t^^dr^^ y etc. les moments (art. 467) des forces ou ten- 
sions /^ y /„ y etc. , on a , art. 88 , 

P, dp, + /, dr, + /„ dr,, + etc. = o 

et chaque point d'application d'une des forces P fournira une équation 
pareille, dans laquelle les variations totales dp^y dr^ y etc. , com- 
prennent la somme des variations partielles dues, tant au dérangement 
total du système, qu'au changement des positions respectives de ses dif- 
férents points. 

La somme de toutes ces équations, dans l'étendue entière du système ^ 
sera 

2{Pdp) + S{ùdT) = o 

et en supposant , d'abord , que tous les points d'application des force» 
sont des nœuds fixes sur les cordons , on verra aisément que 2(ldT) 
est composée de termes qui, pris deux à deux, sont égaux et de signes 
contraires. En effet soit À, le cordon , interposé entre le point m, et le 
point m/ y dont la tension fait éprçuver à m, Teffort ou action l,y il 
est évident que m/ éprouvera une réaction égale et directement opposée 
à cette action, ce qui donnera, à chacun de ces points les moments 
respectifs + l^dr, y — /, dr/ j mais, on a de plus; dT, = dT/y car le 
cordon À, qui doit toujours , art. 460 , être tendu et conserver sa lon- 
gueur, n'éprouvant, parle dérangement du système, qu'un changement 
de position infiniment petit, soit quant à l'angle qu'il décrit dans l'es- 
pace, soit quant à sa translation dans le sens longitudinal, les projec- 
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lions dr, et dri ^ faites sur sa direction primitive, des espaces élémen» 
taires parcourus par ses extrémités /î,et ni ^ ne différent entr'elles que 
par des quantités du second ordre, fonctions de sinus verses d'angles 
infiniment petits. 

On a donc dr,=^dT/ A'oix t,dr, — /,Vr/=:o^ et comme S^tdr) e^t 
composée de couples de termes pareils on a, par suite, S(tdr):=Oj 
ce qui réduit l'équation précédente à 

OU à l'égalité, pure et simple, à zéro, des moments des forces extérieures 
ppplkjuées au système. 

Soit maintenant le point m, un anneau traversé par un cordon qui 
aboutit, d'une part, au point m/ et de l'autre au point m/^ j À/ et //' 
étant, respectivement, les longueurj^de cordon entre m, et m/j et entre 
m, et m/' j si Tanneay ne coulait pas sur ce cordon, on aurait deux 
couples de moments égaux et de signes contraires relatifs aux variations 
de/', et À/^ , couples que je désigne, respectivement, par^'et^''; mais 
Tanneau étant supposé couler et parcourir, dans le sens de la longueur 
du cordon, un espace infiniment petit dco il faut ajouter cet espace à la 
variation de À/ et le retrancher de la variation de À/^ j celte circons» 
tance change la somme ^' + ^' des mom(?nts dûs k la tension commune 
/, de À/ et À/^ j enfÂf+fi" + t^da — tfda somme qui est nulle puis» 
que, d'après ce qui précède, /a' = o et ^" = o. 

Ainsi on arrive encore , dans le cas ou le système a des cordons tra» 
versant des anneaux, à l'équation 2 {P dp)^=o\ cette équation est gé» 
néralement satisfaite, dans le système funiculaire, lorsqu'on 3uppo$e que 
l'équilibre a lieu. 

479. On démontre l'inverse de cette proposition par le raisonnement 
suivant, qui pourra généralemeitt , s'appliquer, dans la même circons- 
tance, à toute espèce de système. Je suppose les intensités, les sens 
d'actions et les directions des forcée tels qu'on ait X{Pdp)^=^o^ sans 
avoir d'autre preuve de l'existence de l'équilibre. S\ cet équilibre n'était 
pas assuré par l'égalité à zéro de la somme des moments, les points du 
système pourraient se déplacer et parcourir, dans le premier instant, 
des espaces infiniment petits, que je désigne par d0, da?,, , etc. } dco^ 
se rapportant au point d'application de P,^ etc. y mais on établirait 
l'équilibre, que les forces V sont cçnsées ne pas donner, en appliquant 
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au système d*autres forcés 77, y II,,^!!,,,^ etc. dirigées respectivement, 
suivant les lignes d(D,j dœ,, ^ etc. en sens contraire des mouvements- 
des ppints qui décrivent ces lignes. Dès -lors on aurait l'équation 

(i) 2?(P/3^) + i7,/2?jT> + Zr„^^,, + etc. =0 

{Ilf d^,, étant le moment de la force 77, et ainsi des autres) laquelle; 
par la condition présupposée de 2 {Pdp) =0 , se réduit à 

(a) Ilfdfr, + IlffdTt,^ + etc. = o 

les mouvements , dco, j dcj,, y etc. étant censés s'opérer sans que les 
conditions du système soient violées , ou étant compatibles avec ces 
conditons, je puis, eu égard aux valeurs arbitraires qu'elles comportent, 
considérer //«?, ^ dœ^g ^ etc. comme les vitesses virtuelles des points 
d'applications des forces, au moyen de quoi l'équation (2) se change en 

(3) ZT, ^û7, + Zr„ ^i»„ + etc. = o . 

et tous ses termes deviennent négatifs. Or la somme de plusieurs termes 
de mêfne signe ne peut être égale à zéro sans que chacun de ces termes, 
en particulier, né soit nul. On a donc II,dco,r=zo ^ etc. ce qui suppose 
ou H, = Oy etc. ou dco, = 0^ etc. Dans là première hypothèse cha- 
cune des forces nécessaires pour arrêter le mouvement présupposé est 
nulle, dans la seconde hypothèse ce mouvement n'a pas lieu ; il n'existe 
donc dans aucun cas, et l'équation 2!{Pdp) suffit pour assurer l'équilibre. 

Exemple tiré du polygone funiculaire , duquel on déduit , en le généralisant ^ 
remploi à faire des équations de condition d*un système, combinées ayeo 
l'équation donnée par le principe des vitesses yirtuelles , pour trouver les con- 
ditions particulières de l'équilibre de ce système , et les eflbrts provenants des 
actions et des réactions que les différepts points du système ei^erceut les uns 
sur les autres. 

480. La méthode employée dans l'afialyse suivante , qui a le polygone 
funiculaire pour objet particulier, peut fort aisément être généralisée 
et appliquée k un système quelconque. Cette méthode est celle par la- 
quelle l'auteur de la Mécanique analytique a fait, du principe des vî* 
tesses virtuelles, ce qu'on pourrait appeller un instrument univei-sel pour 
la solution de tous les problèmes d'équilibre et même des problêmes de 
\ a8 
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mouvement, comme je le ferai voir par la suite; elle mérite toute l'at- 
tention des élèves, 

P étant une force, appliquée à un des sommets d'angle du polygone 
funiculaire, et faisant avec les axes des a?^jj^ et 5^ les angles a, 'SçX.y ^ 
je fais P COS. a=^^ P cos. ^=^^ P cos. y = \J^ les lettres ^^ ;^ et 
il/ devant, aux différents points du système, porter les mêmes accents 
que les lettres -P^ a ^ if et y. 

D'après cette notation on pourra, art. 477, écrire, de la manière 
suivante l'équation générale d'équilibre 

+ Xi ^Jf +Xfi^Jn + ^tc. V =0 
+ ^, àz, + \t„ àz„ + etc. 3 

481. Il s'agit maintenant d'introduire, dans cette équation , les condi^ 
tions qui caractérisent le système funiculaire et on a vu, art. 891 , que 
ces conditions s'expriment par les équations 



(0 






etc. 



etc. etc. 

À, ^ À^, j etc. étant les longueurs du i«^ -^e^ etc. côtés; ^, , J, j z, ^ 
Xf, yj„yZ„, etc. les coordonnées du i«ï",2™^ etc. point (voyez art. 894). 
Prenant les variations de ces équations on a 



^^jillZ^Illl 



Aiii 



etc. • etc. 

je multiplie la \^^ de ces équation par /, , la a^ par /i,,:, la 3« par t^^f^ 
etc. ^, > ^//> ^/// j ^tc. étant des quantités indéterminées, j'ajoute les 
équations produits à l'équation de l'article précédent, et j'ég^ïle. séparé* 
ment, à zéro, dans l'équation somme, les coefficients de chaque varia- 
tion , ce qui me donne 
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nombre des 
côtés étant 
n , et celui 
des points, 



J^Çn) — ^(n— 1) 



>r(ii4-i)— ^(n) 



Dernier (^(n) + /(n,i) ^^"^. ^^^ ^ -/(n) '" ^"^ ^^' 
point , le >^(n-.i) / (n) 



XO 



. '4./,^ , >r(°)-^(n~i) >, rçn^i)— jrw _ 
.») + U4-0- * — r: : h») — r: — ^ — ^ ° 






\f (B) +/Cn-. r) -^^T ^^ ' + ^(n) ' / ^ == O 

/ (n) 






....(3) 



482. Ces équations sont de la même forme que celles de l'art. Z^ ; 



ies quantités ^^ X^^ ^ 



^/— -^ y^^y 



T^'^T~'^ 



' ^ accentuées n®. i. 



a, etc. sont rçspectivemwit égales aux quantités Pcosa,Pcos if, Pcosy, 
cosa, cos ^cos y , portant les mêmes accents, et le^ indéterminées / par 
lesquelles on a multiplié les variations des équations de condition, re* 
présentent les tensions des différents .cordons, La combânaispn du prin- > 
cipe des vitesses virtMellçs avec les équations de condition du polygone - 
funiculaire, donne donc les équations fondamentales de l'équilibre dô 
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ce polygone, et on a ainsi une seconde démonstration de rinvcrsc de 

la proposition démontrée art. 478. 

483. L'utilité principale de l'analyse exposée dans les art. 480, 481 et 
48a consiste dans la méthode qu'on en déduit en la généralisant, mé- 
thode que nous devons à l'auteur de la Mécanique analytique^ ainsi 
que j'en ai déjà prévenu. « Connaissant les équations qui expriment les 
« lois de la constitution d'un système quelconque , pour trouver les 
« conditions de son équilibre, ayez les différentielles du premier ordre 
« de ces équations que vous obtiendrez soit par la différentiation, si 
« les équations sont données sous la forme finie, soit par l'intégration 
« si on ne connaît que leurs différentielles d'un ordre plus élevé que 
>* le premier; multipliez chacune de ces différentielles du premier ordre, 
i< que éiÇ=o est supposée représenter, par un coefficient indéterminé 
« Kj et ajoutez S (K dÇ) = o à l'équation générale 2 (P d/z) = o, fournie 
« par le principe des vitesses virtuelles; égalez séparément à zéro, dans 
« l'équation 2 {Prlp) +2{KdQ) = o, le coefficient de la différen- 
•< tielle de chaque variable > et éliminant les coefficients indéterminés 
« K^ entre les équations ainsi obtenues. ^ l'une desquelles est désignée 
* par *0 = o, les équations délivrées des quantités X^ et représentées 
*< en général par fi7==p, dontieront les.relatiotJS entre Içs puissances et 
« les variables du système , qui doivent avoir lieu dans le cas de l'équi- 
« libre; de plus les quantités K représenteront les efforts que les diverses 
« parties du système ont,à supporter, d'après la constitution de ce sys- 
« tème , les actions combinées et les points d'application des forces. » 

Le nombre des équations de condition du système étant égal k m ^ 
et celui des points d'application des forces égal à «^ si les variables des 
équations dÇ = o et 2 (Pd/j) = o sont les coordonnées de ces points, 
l'égalité à zéro des coefficients des différentielles de ces coordonnées 
dans l'équation S{Pdp) + Z{KdQ)=:o, donnera un nombre n d'é- 
quations éi2 = o j que l'élimination des /«indéterminées K réduira k 
un nombre w -^ m d'équations â> = b, délivrées de ces indéterminées 
K ; mais ces équations c? = o , étant combinées avec tes m équation^ 
de condition, on aura un nombre n d'équations, sans K^ égal à celui 
des eodt"donnés des points du système, dont on pourra ainsi calculer les 
valeurs, lorsque les puissances seront connues en quantités ,directioni 
etècfis d'actran. . ;.u : 
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Bémonitration immédiate du principe des vitesses virtuelles » dans le cas de 
l'équilibre de l'espèce de système à laquelle se rapportent y en général , les 
machines, 

484. Le principe des vitesses virtuelles a été, dès long- temps, ap- 
perçu dans Péquilibre des machines ; et quelques-unes d'entrVlles le 
rendent presque évident. On en déduit les maximes fondamentales qui 
dirigent les constructeurs éclairts, et je crois devoir préparer les élèves 
à l'étude de la section de cet ouvrage , où je traiterai de l'équilibre des 
principales machines , en leur démontrant les conditions générales de cet 
équilibre indépendantes de tout mécanisme particulier , ou applicables 
à un mécanisme quelconque. 

Il faut d'abord définir le système dont je vais parler, et assigner le» 
conditions auxquelles sa constitution est soumise. 

485. Une machine est une espèce de système qui sert à transmettre 
l'action d'une force appellée moteur j appliquée à l'un de ses points, 
à un autre point du même système , qu'il s'agit de mettre en mouve- 
ment en surmontant une résistance ^ ou une seconde force appliquée 
k ce dernier point. La mesure de ce qu*on appelle Veffet utile de la 
machine ^ tient à des considérations de mouvement , dont il n'est pas 
encore temps de parler aux élèves, et je me borne, dans cette première 
partie du cours, à la recherche des conditions de l'équilibre entre le 
moteur et la résistance ^ recherche qui est un préliminaire indispen- 
sable pour la détermination de Veffet utile. 

486. La condition, qui caractérise Tespèce de système dont je parle, 
consiste , en ce qu'un mouvement déterminé du point d'application du 
moteur, donne un mouvement, pareillement déterminé, (quoiqu'en gé- 
néral différent de l'autre) non-seulement au point d'application de la 
résistance , mais à toutes les parties du système , ou pièces de la ma- 
chine ^ employées à transmettre au second point, l'action qui s'exerce 
au premier. 

Dans le cas où les forces appliquées à ces points , que j'appeficrar 
points extrêmes du système, sont en équilibre, et que , par conséquent ,- 
les pièces intermédiaires exercent des efforts ou pressions les unes sur 
les autres , un mouvement déterminé d'une de ces pièces , donne aussi 
des mouvements déterminés à toutes le? autres et aux points extrêmes.. 
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487. Pour fixer les idées, on peut concevoir une suite de corps dont 
chacun, pouvant prendre un mouvement qui lui est particulier, a deux 
de ses points en contact, l'un avec le corps précédent ^ et l'autre avec 
le corps suivant, Cest par le moyen de ces points de contact que le 
changement de position d'un des corps ou d'une des pièces du système 
ou de la machine, occasionne un changement de position correspondant 
dans tous les autres corps ou toutes les autres pièces. 

488. Les points de contact, dont je viens de parler, peuvent être des 
articulations telles que dans un dérangement de deux pièces contigues 
de la machine, ces points, par lesquels elles se touchent, ne se séparent 
pas et décrivent un même arc de courbe. 

489. Ces mêmes points de contact peuvent se trouver sur deux sur- 
faces courbes appartenant, respectivement, aux deux pièces contigues, 
et glissant l'une sur l'autre , lorsque ces pièces changent de position ; 
dans ce cas , les points qui se touchaient d'abord, peuvent se séparer, 
après le dérangement des pièces contigues, (les surfaces continuant tou- 
joui-s il glisser Tune sur l'autre ) et décrire chacun des arcs de courbe 
particuliers, dont les formes dépendent des mouvements que les corps 
auxquels ils appartiennent sont capables de prendre. 

490. Je fais abstraction de certaines résistances qui , lorsqu'on a égard 
à l'état physique des choses , doivent entrer en considération dans les 
calculs relatifs à l'équilibre et au mouvement des machines, et sur les- 
quelles je donnerai les détails nécessaires , dans la quatrième section de 
cette première partie du cours. Ces résistances sont celles qu'on désigne 
par les mots adhésion ^ frottement ^ roideur des cordes et des chaînes. 
Il est nécessaire de les regarder comme nulles, si on veut que Vimmobi- 
litéàw système, sollicité par des forces, représente rigoureusement son 
équilibre ^ et que, dans cet état d'équilibre, les conditions énoncées 
jart. 469 , soient satisfaites , c'est-à-dire qu'il n'y ait pas de force , si 
petite qu'on la suppose, qui, agissant à un point d'articulation ou de 
contact , ne produise un mouvement général dans le système. 

491. Ainsi le mot résistance sera, dans ces premières notions géné- 
rales sur les machines, employé uniquement à désigner la force appli- 
quée au point de la machine que le moteur doit mettre en mouvement 
pour obtenir V effet utile de cette machine. 

^92. Ces préliminaires posés, je vais d'abord prouver que l'équilibre 
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ayant lieu entre le moleur et la résistance , réqualion du principe clés 
vitesses virtuelles est satisfaite tant lorsque les parties, ou pièces de la 
machine agissent les unes sur les autres par des contacts de surfaces que 
lorsqu'elles sont liées à articulaiions. 

Concevons une suite de n corps solides, désignés respectivement par 
m^ ^ m"^ m!"j etc. /tzC") qui, ainsi que je l'ai dit plus haut, forment un 
système tel , que si le premier corps m! prend un mouvement déterminé^ 
tous les autres prennent aussi des mouvements déterminés. Une force 
P est appliquée à un point du corps m' ^ que je nommerai point fjt! j 
ce même corps mf est en contact avec le corps W' par un point û^ ^ 
lequel presse un point fx" du corps m" j ce dernier corps presse par un 
de ses points 0^[ le point fi!" de m'" etc. 

Enfin le point d'application de la résistance R^ qui se trouve sur Ifc 
corps /72("), sera désigné par ^C°), (») étant un numéro d'accentuation. 

J'observe maintenant que le corps m' ^ si on en séparait le reste da 
système , conserverait son équilibre particulier, pourvu qu'il continuât 
à éprouver, au point fi' ^ l'action de la force P^ et, au point 0' ^ une 
action, normale à la surface qui renferme ce point , équivalente à celle 
que ce même point reçoit de la part du corps m!' j désignant cette pres- 
sion normale par ]\^' ^ concevant que le corps m' éprouve un dérange- 
ment infiniment petit, qui , d'après Içs conditions ci-dessus assignées, 
fait parcourir au point ^', sur une courbe déterminée, et au pointa sur une 
autre courbe pareillement déterminée, des arcs élémentaires que je dé- 
signe respectivement par dv' et de' ^ on B, dp et dn! étant les projection» 
de dy'.çi de' sur les directions de P et de N' l'équation 

P dp^-N'dn' = o 

cette équation doit, quelques soient les conditions auxquelles le mou- 
vement de mf est assujetti, trouver sa démonstration, soit à l'art. 46B 
soit à l'un de ceux qui le suivent jusqu'à l'art. 476 inclusivement. 

Pareillement le corps w", si on en séparait le reste du système, conser- 
verait aussi son équilibre particulier, pourvu qu'il continuât à éprouver, 
au point ft" y une pression normale égale k N^ ^ et, au point ^', une 
pi-ession normale équivalente h celle que ce même point reçoit de la part 
du corps m'". Désignant par TV" cette pression normale, par dr" 9 de'^ 
et dn" les quantités correspondantes à dy' , de' et dn' y représentant. 
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de plus, par dn! ^ la projection de dv" sur la direction de N' ^ on a. 

Les corps ou pièces de la machine m^", ttz'"', etc. fourniront des, 
équations semblables, 

N" dn'^ + N"' dn'"=^o 

N'"dn'",+ N"'dn""=o 
etc. 
jet le corps 7wf°), où se trouve le point ^") d'application de la résistance, 
donnera la dernière équation 

M»-0 ///ï,C"-0 + Rdr=o 
dr est la projection, sur la direction de -R^ de l'élément de courbe par- 
/couru par son point d'application ^C"), 

Ajoutant toutes les équations précédentes on a 

(i) . . . Pdp+l>r {dnf ^-dn' ,)+N'' {dn" + dn'' ,)'\'eic +Rdr^o 

et je vais prouver que chacun des termes de la forme N{dn+dn,) est, 
en particulier, égal à zéro; la preuve donnée pour l'un de ces termes 
sera applicable à tous les autres. 

498. J'appelle surface e la partie de la surface du corps n^ sur laquelle 
se trouve )e point û'^ et surface v^ la partie de la surface du corps m" sur 
laquelle se trouve le point {if'j ces surfaces 6 et y sont censées com- 
prendre autour des points ^ et /jl" par lesquels elles se touchent , des aires 
courbes de grandeur quelconque mais dont toutes les sections planes, 
faites par ces mêmes points, sont des courbes continues s je mène à e 
et y, avant que le système ait éprouvé le dérangement infiniment petit 
auquel sont dûs les moments N'dn' et N'dn',^ un plan tangent commun 
qui renferme , par conséquent, ff et fi" ^ et désignant ce plan ^bt plan 
Tj je le considère comme fixe dans l'espace. Après le dérangement du 
système, les points ff et fi" sont à des distances respectives dn' et dn^, 
du plan fixe T^ et les surfaces e etv ont un nouveau point de contact ; je 
pomme dh la distance de ce dernier point au plan Tj ds sa distance au 
.point ff^ et da sa distance au point ^a''^* les lignes ds çt da ont j en 
vertu du mouvement du système, décrit dans l'espace, des angles infi- 
niment petits; représentant respectivement par drçt dç leurs inclinai- 
sons sur le plan T après le dérangement, on a 

dnf 
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dnf =z dh^ dsdr 

dn', = dh + dadç 

et en retranchant ces équations l'une de l'autre 

dn! =s dn! f -^dsdr — dadç 

équation^ui revient à dn!=^dn' , en négligeant les quantités d*un ordre 
supérieur au premier. 

§i on observe , maintenant , que les moments N'dn' et N'dn^, sont 
toujours de signes différents , il sera manifeste que chacun des termes 
de la forme N {dn^dn,) est , en particulier, égal à zéro C. Q. F. /?. 

494. La vérité du résultat auquel je viens de parvenir, dans le cas gé- 
néral où les pièces du système agissent, les unes sur les autres , par contacts 
de surfaces, est n^anifeste dans le cas particulier où ces pièces sont réu- 
nies à articulations ^ et où un dérangement du système iFait parcourir le 
même arc élérpentaire de courbe aux points O' ctfi"; cet arc de courbe, 
peut être représenté par ///^^ ou dn^^^ qui n'étaient d'abord que des projec- 
tions, et qui sont ici les vitesses virtuelles même, dont la direction com- 
mune se confond avec celles de l'action et de la réaction, égales entr'elles 
et désignées par N'^ que les deux pièces contigues du système exercent^ 
l'une sur l'autre, dans le sens du mouvement que peut prendre leur point 
à! articulation^ 

On a donc immédiatement, N' dn' et N'dn', étant des moments 
égaux et de signes contraires > N' {dn' + dn'^:=Oy et chacun des autres 
termes dûs aux pressions N donne une équation semblable. 

495. Ainsi, quelque soit le mode de transmission , par le moyen d'une 
machine ' quelconque , de l'action du moteur au point d'application de 
la résistance ^ on a toujours , dans le cas de l'équilibre ,. l'équation 
Pdp=^Rdr^ telle qu'on la déduirait du principe des vitesses virtuelles. 
On a, depuis long- temps, démontré ce théorème dans quelques cas 
particuliers, (voyez la section 9 de la mécanique de Vari gnon , im- 
primée en 1725), mais il était bon d'en rendre la démonstration 
générale et indépendante de toute considération de mécanisme qui 
n'aurait qu'une machine, ou une seule espèce de machine pour objet. 

496. Les incréments dp et dr sont, dans les cas de pratique les plus 
ordinaires, les vitesses virtuelles mêmes des points d'application de P et 
de Rj qui se trouvent ainsi dirigées dans le sens des lignes que le méca- 

I ^9 
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nisme de la machine permet k ces points de parcourir; une machine doit 
aussi , en général, être constituée de manière que l'équation Vdp=^Rdr^ 
soit vérifiée lorsqu'on substitue des espaces finis aux espaces élémentaires 
dp et dr y et on éprouve des pertes sur Peffeà utile de celles oh cette 
condition n'est pas remplie. Je donnerai^ dans la a«. partie du cours, 
qtjeJqMes développements sur ces propositions. 

Le système pour Icqvicl on vient d^asslgner les conditions d'équilibre entre un 
moteur et une résistance ^ est considéré sous un point de vue plus général, et, de 
plus , on le suppose soumis à Paction d*on nombre quelcontjuç de forces. Rap- 
port entre. 1« nombre des équations 4e condition, de ce système et celui des va- 

. viables ^l^q^elle| 9^ rapporte les positions refpectives de ses diflerents points. 

497. Je vais envisager le système dont il a été question dans les art. 
précédents , sous un point de vue plus général , et supposer que chacune 
des pièces de ce système est unie, par contact ou articulation ^ à un 
nombre quelconque d'autres pièces, et que, de plus, tous ces points de 
contact ou à! articulation j sont sollicités par des forces extérieures, la 
constitution de ce système étant toujours telle qu'un mouvement déter- 
miné d'un de ses points donne des mouvements pareillement déterminés, 
quoique différents entr'eux , à tous les autres points. 

wfy m" j m'" y etc. désignant , comme précédemment , les différents 
corps du système, le corps m' est sollicité par les forces P'y ^ ^'//^ ^\iiy 
etc. aux points ^^^ ^ n^ ^' my ^^* ^' ^^ trouve uni, soit par contact , 
soit par articulation y avec les corps m* ^ m" y mf" ^ etc. soient N\j 
N' j^ y ^' m y ^tc. les pressions normales aux éléments de courbes que 
^ I y ^ 11^ ^ m y ^^^* ^^^^ assujettis à parcourir, lorsqu'un des points du 
système éprouve un dérangement, on aura, art. 468 et suivants, pour 
le corps m^'j dans le cas de l'équilibre une équation de là forme 
T'^dp', + 'P'.^dp'^^ + etc. + N\dn\ + N'Jn\, + etc. = o 

^t les autres corps du système donneront des équations semblables- 

Si on réunit toutes ces^ équations , l'équatiou - somme représentant 
l'équation (i) de l'art. 49a, contiendra S(^Pdp) et une suite de termes 
de 1^ forme N(dn + dp/)^ dont chacun sç composera, comme à l'art, 
cité, des moments respectifs Ndn ft Ndn' d'une pression normale com- 
mune à deux corps contigusi. On pourra donc appliquer , à cette couplç 
jde mpments N {dn + dn^)j les rai^oimçïnçnts et les copstructionç dç 
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VatU 493, et oti arrivera au réiultat 2 j N{dn + dn') \ =0, d*dii on 
conclura l'équation S {Pdp) =fiO> telle, que la donne le principe des 
vitesses virtuelles. 

498. Les preuves des propositions inverses de celles qui ont été dé- 
montrées depfiis l'art. 49A, s'obtiennent par des raisonnements absolu* 
ment semblables à celui de l'art. 479. 

499. Il me reste à examiner , relativement au système dont je viens 
de m'occuper^ comme je l'avais fait pour ceux dont il a été question 
avant l'art. 484»» quel est le rapport entre le nombre des variables auXr 
quelles on rapporte les positions respectives des différents points d'ap- 
plication des forces, et le nombre des équations de condition qui existent 
entre ces variables. Ce rapport se déduit bien simplement de l'hypothèse 
faite sur la constitution du système; puisqu'un mouvement déterminé 
d'un des points donne lieu kdes mouvements pareillement détermipés de 
tous les autres 9 on doit avoir un nombre d'équations entre les variables 
auxquelles on rapporte les positions de ces points , tel que la connais- 
sance d'une de ces variables suffise pour avoir les valeurs de toutes les 
autres ; ilfaut donc que le nombre des vàriablies excède d'une unité 
seulement le nombre des équations. 

500. J'observerai, avant d'aller plus loin, que j'ai spécialement consi- 
déré les moments, depuis l'art. 484, comme dûs aux changements de 
forme du système, ou aux variations des distances respectives entre les 
corps qui le composent ^ et on peut, en général , ne les envisager que sous 
ce point de vue relativement aux systèmes dont il est question depuis 
l'article cité jusqu'à l'art. 496. Cependant les raisonnements et les dé- 
monstrations qui précèdent n'en sont pas moins applicables aux nK>n(ients 
-pris avec leurs valeurs complètes, comprenant la partie due au chan- 
gement de position que le système peut prendre en conservant sa forme, 
ainsi qu'on le verra expliqué ci -après art. 5p3. 

J'ajouterai que les raisonnements et l'analyse consignés dans les. six 
articles qui précèdent l'art. 484, s'adaptent immédiatement aux valeun 
complètes des moments. 

Généralisation du principe des vitesses virtuelles. 

5oT. La théorie que j*ai exposée depuis l'art. 464 et les applications 
^ue j'en ai faites à différentes espèces de système, fournissent les moyens 
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de démontrer que l'équation déduite du principe des vitesses virtuelles 
est généralement satisfaite lorsqu'un système quelconque de corps sa - 
lides est en équilibre. Avant d'entrer dans quelques détails, à cet égard, 
l'observerai que tout ce qui a été dit, depuis l'art. 386, sur Téquilibre 
d'un système de cordons parfaitement flexibles et inextensibles, est ap- 
plicable aux cas où ces cordons deviendraient des verges rigides infle- 
xibles, tenant les unes aux autres par des articulations placées aux points 
qui répondent aux extrémités ou aux sommets d'angles des cordons. 
J'ajouterai qu'après cette transformation du système, l'équilibre sub- 
sisterait encore si, conservant les intensités et les lignes de direction 
des forces , on changait le sens de l'action de chacune de ces forces. Par 
l'effet de ce changement , les forces qui tenaient un cordon tendu , en 
tirant ses extrémités dans des sens opposés , agiraient sur ces mêmes 
extrémités de manière à les rapprocher si la. verge était compressible, 
mais les équations d'équilibre n'en auraient pas moins la même forme 
dans l'un et l'autre système auxquels on pourrait appliquer indistinc- 
tement la première partie des raisonnements consignés dans l'art. 478, 
Oii on a prouvé que le principe des vitesses virtuelles avait lieu dans 
l'équilibre du système funiculaire.- 

602,^ Enfin la démonstration de l'art. 478, considérée relativement 
à un système funiculaire, a lieu non seulement lorsque les cordons sont 
parfaitement inextensibles, mais encore lorsqu'ils sont élastiques et ex- 
tensibles en vertu de cette élasticité, suivant des lois quelconques. Cette 
circonstance introduit dans l'équilibre général d'un pareil système, la 
condition de l'équilibre particulier , pour chaque cordon, entre les 
composantes qui agissent dans la direction de ce cordon et la force 
éhistique qui tend à rapprocher ses extrémités, et lorsque cette condi- 
tion est remplie y et que tous les cordons ont pris le degré d'extension 
que comportent les actions des forces, on doit,, d'après ce qui est dit, 
art. 461 , en les considérant sous le point de vue de l'application du 
principe des vitesses virtuelles, raisonner comme s'ils étaient inexten »• 
sibles. 

Des observations semblables s'appliquent aux cas des verges suscep- 
tibles de contraction dans le sens de leurs longueurs, de flexions, etc. 
r 5o3. Qu'on ait , maintenant , un système quelconque en équilibre , 
auquel on fasse subir tin changement de position infiniment petit , 



Digitized by 



Google 



Section troisième. aiç 

compatible avdc les conditions auxquelles sa constitution est soumise; la 
projection dp^ sur la direction d'une des forces P appliquées au système^ 
jîe la vitesse virtuelle du point d'application de cette force ou de l'es- 
pace élémentaire que le dérangement de ce point lui aura fait par^ 
courir, pourra, d'après ce qui est dit art. 462, être regardée commer 
composée d'une partie dq due au changement général de position que lef 
système peut prendre en conservant sa forme, et d'une autre partie dr, 
due à son changement de forme , de manière qu'on ait dq + dr^s^dpj^ 
et il s'agit de prouver que, dans tous les cas^ 

Z{Pd(i) + Z{Pdr) = Z{P4p)^0. 

2 ( Pdç ) étant le résultat d'un dérangement dans lequel tout se 
passe de la même manière que si la forme du système était invariable^ 
et qui permet de la supposer telle, on doit appliquer à cette sommô 
tout ce qui est démontré art. 468 et suivants, sur la somme des moments 
(art. 467) d'un système de forme invariable; eri équilibre , ainsi on a 
S (Pdç) = o. Cette équation aurait pu se conclure de ce qui est dit art 
384 où on a vu que des forces eh équilibre sur un système de forme inf- 
variable , doivent d*abord satisfaire aux conditions de l'équilibre d^vti 
système de forme invariable , auxquelles il faut ensuite ajouter d^autres 
conditions relatives à la constitution particulière de ce système. 

504. Tl reste â prouver que T{P dr):= 0, le prod'uît P dr éfant le 
moment d'une des forces P appliquées au système , dfû au changement 
de forme de ce système. Si je considère le point d'application de P 
comme sollicité par cette force P et par plusicurî^ autres forces H 
équivalentes, à tous égards, aux efforts que le jSoînf dont iï s'agît a & 
supporter en vertu de sa liaison avec les autres points du système, faisant 
le moment d'une de ces dernières forces égal 4 II d^ , l'éqùriibre par- 
ticulier, qui existe entre les forces P et H y permet de regarder leur 
point de concours comme libre, et donne entr'elïes une équationr de fa 
forme de celle de l'art! 87 ; prenant la somrrie de ces équations, on a^ 
dans l'étendue entière du système,. 

z\pdr) + î:{lidp)=a 

observons maintenant que deux points quelconques d^application des* 
forces P et 77 agissent l'un sur l'autre par l'intermède de corps, faisant 
partie du système , qui appartiennent, ou par leur mode effectif de com- 
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J)osition, ou par les effets qu'ils produisent, à la classe des moyens sui- 
vants de transmission des forces, savoir : des verges rigides et inflexibles» 
des liens flexibles susceptibles, ou non, d'extension et de compression, 
enfin des combinaisons de pièces qui se pressent réciproquement par des 
articulai ions ou par des contacts de surfaces. 

D'après la démonstration donnée art. 478 et, en ayant égard, jx)ur la 
généraliser, k ce qui est dit art. 460, 461, 6ot et S02 on voit que dans 
les deux premiers cas de la liaison des points dont il s'agit, qui aurait 
lieu soit par le moyen d'une verge rigide soit par un autre lien flexible 
mimconiinuj ces deux points, ou donneraient entr'eux, une couple de 
moments égaux et de signes contraires, ou donneraient, avec un troisième 
point , deux couples de moments dont la somme serait égale à zéro ; ainsi 
tous les points > liés de cette manière, pe fpurnisseiit aucun terme & là 
somme 2 {Udp), 

5o5. Dans les deux cas, dont je viens de parler, ou les projections dep 
Vitesses virtuelles de deux points entre lesquels il y a action et réaction, 
sur la droite qui joint ces deux points, sont égales entr'elles, ou bien 
Ja «omme des projections de la vitesse virtuelle d'un de ces points, (faites 
sur deux droites qui le lient au a« point, et à un 3*), est égale à la 
pomme des projectiops correspondantes relatives à ces deux derniers 
points, faites, respectivement, sur les mêmes droites ; il n'en est pas 
(de même lorsque les actions réciproques de deux points, s'exercent par 
Fintermède de pièces à articulations ou à contacts) dans ce cas , non 
seulement les variations ou projections dp j relatives à l'un et à l'autre 
point, peuvent avoir entr'elles des rapports quelconques, mais oncoriC 
ces projections ne doivent pas être prises sur la droite qui réunit les 
points dont i) s'agit, vu que la direction, suivant laquelle l'action de l'un 
s'exerce, se transmet à l'autre suivant une direction différente. Cepen- 
dant, si on considère que ces actions réciproques font supporter des ef- 
forts aux points à* articulations ou de contacts tels quç les actions étant 
données, les efforts s'en déduisent, et réciproquement, on reconnaîtra 
que cette partie du système général, est un système particulier de l'esr 
pèce de ceux dont il a été question art. 497, sûr lequel les forces JT y 
prises dans les sens convenables, doivent se faire équilibre, tt qui lui 
rend applicable la démonstration donnée à l'art, cité, pour le cas gêné* 
fal où ce système particulier serait un moyen de transmissiop d'actioft 
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^ûtre un nombre quelconque de points. Or on a vu , au même article ^ 
que la spmme des momentç; des forces qui équivaudraient ^ quant k TeP 
fet , aux efforts supportés par les points de contact , et celle desimoment^ 
des forces qui sont ici représentées par Jl sont, chacune en particulier 
égale à zéro; ce 3^ cas de la liaison des points du système ne fournit, 
comme les deux premiers , à la somme 2 (Jldç) que des quantités qui 
se détruisent réciproquement. 

5o6. On a donc , généralemfnt , d'après ce qui est dit dans les deux 
art. précédents, 2 (Zr^/^) = o, d'où on conclut 2 (P^r) = o, et par 
^uite , art. 5o3 , 2 \ P{dq^dr) ] =o: la somme des variations partielles 
d(f et dr est , art. cité , égale à la variation totale dp , donc Téquatioo 

2{J?dp) = o 

est satisfaite dao» le cas de l'équilibre .des forces appliquées à un sy^ 
tême quelconque. 

607. Voici une autre marche de raisonnement pour arriver au même 
résultat, en s'appuyant sur la théorie démontrée art. 497, 498 et 499. 

Laissant de côté la partie d^j de la variation àe dp^ sur laquelle je ne 
pourrais que répéter ce qui est dit précédemment, pour m'occtiper uni- 
<|uement de la variation partielle dr^ j'observe que si , dans un système 
quelconque sollicité par de» forces e» ^^quilibre, le déplacement d^un 
des points, par rapport aux autres, n^entraîne pas les déplacements de 
ceux'ci , le point déplacé pourra , d'après les conditions du système y 
avoir un mouvement, ou absolument indépendant ,^ ou lié seulement aux 
mouvements d'une partie des autres points de ce système ; ces dernières 
circonstances ont lieu loi^ue le nombre des variables desquelles dépen- 
dent les positions des' points d'application des fortes, excède de plus d*one 
unité le nombre des équations qui établissent la constitution du système. 

Considérant donc isolément un des systèmes partiels de points dont 
les mouvements sont liés à celui de l'un d'entr'eux , et qui peuvent 
changer leurs positions iMpectives'Sdns qu'aucun des autres points du 
système total se déplace , j't)b9ervè ^fue la démonstration de l'art. 497 
est spécialement applicable à ce système» partiel sollicité par dés forces 
entre lesquelles il doit exister un équilibre indépendant de l'équilibre gé-' 
néral , puisque les forces et leg résistances des autres parties du système 
ne pourraient pas empêcher les déplacements des points de ce mèmr 
tystème partiel si son équilibre n-avait pas lieu. 
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Passant à un autre point du système total, non -compris parmi ceux 
dont je viens de parler, je considère le second système partiel composé 
de ce point et de ceux dont les mouvements dépendent des siens, comme 
imi au premier système partiel de manière que les mouvements de l'un 
et de Tautre soient liés par de nouvelles conditions compatibles avec 
celles auxquelles ils étaient déjà assujettis chacun en particulier ; il y a, 
en général , une infinité de modes de liaisons qui peuvent remplir cet 
objet et qu'on imaginerait aisément dans les cas où on aurait à les 
employer. 

Ainsi voilà deux systèmes partiels, parmi ceux qui composent le 
système total , qui d'indépendants qu'ils étaient, quant aux changements 
de forme, sont liés de manière qu'on peut appliquer, dans le cas de 
l'équilibre , à l'ensemble des points qui les composent et des forces 
appliquées à ces points, la démonstration de l'art. 497 ; mais ce que je 
viens de faire pour les points et les forces de ces deux systèmes partiels, 
peut évidemment s'étendre à tous les points et à toutes les forces du 
système total , d'où je conclus que la somme des moments (art. 467) des 
forces appliquées à un système quelconque peut toujours, dans le cas 
de TéquiliJ^re de ce système, être rendue nulle, eh.réunissant aux condi^ 
tions déjà existante? d'piutres conditions avec lesquelles les> premières 
sont compatibles. 

Il s'agit ici des moments Pdr dus au changement de forme, et réu»- 
nissant l'équation S(P dr) = o avec l'équation S{Pifç)z=:o relative 
au mouvement général du système et démontrée art. 468 et suivants, on 
^ coipme à l'article précédent S (P d/j)T=^Q, .. 

5o8. Les équations de condition données par la nature du sj^tème 
que j'appelle équations du systêmç y et celles qu'on peut leur ajouter, 
d'aprèg ce qui est dit dans l'article précédent, que je désigne par le nom 
d^ équations auxiliaires y liant tous les points de ce système de manière 
que Je. mouvement de l'un d'entr'eux détermine le Replacement de 
chacun des autres, le nombre .total de ces équations doit, art. 499, être 
moindre d'une imité que le nombre des indéterminées desquelles dé^ 
pendent les positions des points d'applications des forces. Si après avoir, 
dans l'équation générale S (Pdp) z=zo^ exprimé les incréments dp en 
fopctions de ces indéterminées et de leurs variations, on divise tous les 
fermes de l'équation par l'yne de ççs variât ipnsy. on y aurauunombre et 

j-apports 
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rapports de la forme ■ , égal au nombre total tant des équations du 

système que des équations auxiliaires^ et on pourrait (dans Thypothèse 
cil les équations auxiliaires dont il suffit « comme on le verra ci-après» 
de concevoir la possibilité^ seraient réellement posées et employées) 
)>^r le moyen des différentielles premières de ces diverses équations » 

éliminer tous les rapports -^ — de l'équation générale donnée par le 

principe des vitesses virtuelles qui ne contiendrait plus qvie les puissances 
et les ipdéterminées du système sans variations. 

Ainsi /îs=o^ Ss=Oj etc. étant les équations du système y ^ = o> 
a=?o^ etc. les équations auxiliaires ^ et ^=b l'équation à laquelle 
on parviendrait en éliminant , parle moyen des équations dR=^o^ etc. 

df}^=Oj etc. les rapports --j— de Téqiiation S (P^) = 0| mise 30\i« 

la forme convenable, on auvait^ après TélimihatioD, un nombre d'équa- 
tions finies /{=so» etc. f> = o, etc. 6^=0» é^al à celui des variables 
relatives aux positions des points d'applications des forces , équations 
toutes compatibles avec la constitution du système et les conditions de 
son équilibre qui aurait nécessairement lieu lorsque l'équation if9 == o 
serait satisfaite. 

609. Telle pourrait être }a marche du calcul pour arriver aux déter* 
tninations ultérieures des relations entre les puissances et les indéter- 
minées desquelles dépendent les positions des points du système dans le 
cas de l'équilibre , si on employait réellement les équaiions auxiliaires j 
maïs c^9 équations hypothétiques ne doivent jamais ètne d'micun usage, 
lorsqu'on a k faire des applications du principe général, il en a été ques- 
tion , une fois pour toutes , dans la démonstration précédente , paioe 
<iu'elles étaient nécessaires à la marche du raisonnement, et l'objet qu'on 
8*est proposé , en les y introduisant, est complètement rempli dès que 
Ton conçoit' seulement lei^r possibilité, . > 

La preuve de cette proposition est une affaire de pure analyse ; on dé- 
montré d'abord que lé procédé d'élimination donné, dans l'art» précé- 
dent , conduit rigoureusement au même résultat qu'on obtiendrait en 
suivant la méthode de Tart. 488 ; or m étant , comme à Part, cité, le 
nombre des équations du système ^ n le nombre des variables des- 
I 3o 
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quelles dépendent les positions de ses points , et , par conséquent ^ 
n — m — I le nombre des équations auxiliaires ^ on arrive, en em- 
ployant toutes ces équations , tant do^onées qu'hypothétiques ,. par le^ 
règles que prescrit la mufth^de de Part. 488 /ii une ;équatîon unique dé« 
rirréedes indéterminées^., i^uatiop^ que j'ai désignée par(d^:=o, auHeu 
Que si on eut employé^seulement les m équaiions du yysiéme on se* 
rait parvenu à un nombre n — m d'équations, que j'ai représentées par 
67 = G ; mais on démontre encore que l'équation ©= o ne peut être satis- 
faite a moinis que les n — m équations 09 = 0, n'aient lieu séparément. 

Enfin on s'assure de la verîté de la proposition inverse et on prouve 
^ue lorsqve les .^uations w==o ont lieu l'équation »^ = o est néees- 
sairement {Satisfaite, d'ûù.on -déduit aisément cette conséquence, que 
l'emploi pur et simple de la aiféthode de l'art. 488 , avec les seules 
équations de condition, ou équations du système y données par l'état 
de la question, suffit généralement pour déterminer toutes les relations 
-sur lesquelles l'éqttlUhi'e d'un «ystème .quelconquie esti établi. 

Je supprime, pourabréger lesdémonstratioos de ces théorèmes que 

les élèves trouveront dans un raémoicefort intéressant de M. Ampère 

X Journal de VicoU Polytechnique i3* cahier} i^\ contient une 

démonstration ^ii principe des paîUsses riîit//<//e^ dégi^gée de la consi - 

dération des irifiniment petits. 

Us t?auv6Eont;aussi , relativement À <e prinf:ip€t,^es études très-utiles 

•àiaireidans l'ouvrage de M le Comi^ Fosso(nùrQni^^e j^ai cité art. 86. 

'5îo. J*ai eu spécialement envoe \es corps soifides^ Aws toute la 

• théorie retativeoiu .principe des vkessesvii^ejks, déinoetrée .^pMis 1 V^- 
«454; oependant les résultats. gébérauxii^quolsrfe ^i^i^iparvc^iHi, con- 
•Tiennent indistinctement awn corps solides et ^^xço,r/jisJi/iides,j c'<»st 

* ce que je ferai V4)ir daDs:.la troisième plirtie du coprs., avec toutes les 
/explications nécessaires relatives , taftt aux fluides incompressibles ^ 
';qu'attx fluides élastiques. On y verra eonvnçnt , pour ,cette dernier^ 

espèce de corps, il faut entendre. :ce qui'est.dit:Art*:46,i-ctc..etc. 

• 
'!Propriéié» gé»érdle8.'de TéqiiiKbre , dédiiiletidu priticîpedes i^keawSiviilUfUei. 

5ii. 'En coMÎdérant le .principe ;des' vitesses. virtuelles çonwffte.op 
tliéoréme dont la vérité est censée reconnue» ou. en:k déipoptrantipar 
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^es raisonne iTients indepeiidant^ des propositions contentiez dans les 2^ 
et 3® sections de ce traité , on en déduit, avec beaucoup dç brièveté et 
de facilité/ les conditions de l'éc^uilibre àes %yskévc{Q» étendus ^t^fign^ 
rés ^ constitués d'une manière quelconque , la théorie à^ centres des 
forces , des centres de grtwité^ etc. Cette marche, suivie avec lé plus 
grand succès par les célèbres auteurs de la Mécanique analytique et 
de la Mécanique céleste^ ne convenait pa&à^un traité élémentaire ou 
il faut rattacher immédiatement aux premières notions, tout ce qui peut 
s'en déduire sans de grandes difficultés, mais je vais prouver , par queU 
ques exemples, la grande utilité du principe des vitesses virtuelles pour 
arriver immédiatement, et presque sans calcul , a des vérités curieuses 
et importantes ; ces exemples sont tirés de la section troisième de la pre- 
mière partie de la Mécanique analytique. 

5 1 2. Je me propose de considérer les maxinia et 7mnima'^\ peuvent 
avoir lieu dans l'équilibre , et pour cela, je reprends la formule générale 

P' dp' + P^ dp'' + P'"dp'" + etc. = a 

d'équilibre entre les forces P' , P" j etc* dirigées suivant les lignes 
p' ^ p" ^ etc. art» 455. 

On peut supposer que ces forces soient exprimées de manière que la 
quantité P' dp' + P" df/' + etc. soit une difTérentielle exacte d'un© 
fonction de p' j p" ^ etc. représentée par 0^ en sorte que Ton ait 

d0^P'dp^'{:P"dp" +eiz. 

alors on aura, pour l'équilibre, cette éiquation ^(iP = o, laquelfe- fait 
voir que le système doit être disposé de manière que la fonction soit, 
généralement parlant , un maximum ou un minimum. 

Je dis généralement parlant^ car on sait que l'égalité d'une diffé»- 
rentielle & zéro, n'indique pas toujours un maximum ou Un minimum 
comme on le voit par la théorie des courbes. 

* 5 1 3. La supposition , a lieu , en général , lorsque les forcés F'V P^' ^ etc.* 
tendent réellement ou à des points fixes ou à des corps du même systéhie^ 
et sont proportionelles à des fonctions quelconques des distances , ce 
qui est proprement le cas de la nature. 

Ainsi, dans cette hypothèse de forces, le système sera en équilibre 
Jprsque la fonction sera un maximum ou un minimum j c'est en 
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quoi consiste le principe que Maupertuis avait proposé sous le nom 
ûe^Loi du repos. 

614. Si on considère un système de corps pesants en équilibre , les 
forces P' ^ jP"^ etc. provenant de la gravité seront, art. fi65, propor- 
tionelles aux masses des corps, pourront être représentées par ces masses 
elles - mêmes et considérées comme des constantes dans l'expression 
P' ///?' + P"^/?" + etc. on aura donc 

(2J = Py + PV' + etc. 

P', P^', etc. désignant les masses des différents corps du système. Si on 
prend les origines de p' ^p" etc. au centre de la terre qui est leur point 
commun d'intersection, ces lignes seront les distances, à ce centre, des 
centres de gravité particuliers de chacun des corps P' ^ P"^ etc. et comme 

elles peuvent être, art.j264, censées parallèles, la quantité -=7— -=77— 

Jr T * \ etC» 

exprimera art. ^78 et ^83 la distance du centre de gravité de tout le 
système au centre de la terre, laquelle deviendra un minimum ou un 
maximum, lorsque le système sera en équilibre. Le minimum aura 
lieu, par exemple , dans le cas de la chaînette, et le maximum dans le 
cas de plusieurs globules qui se soutiendraient en forme de voûte. Ce 
principe est connu depuis long -temps. 

En partant du théorème que je viens de démontrer on trouverait 
l'équation de la chaînette et toutes ses propriétés, telles qu'elles ont 
été données art. 429 et suivants; on considérerait, pour plus de commo- 
dité, les lignes p' ^p" ^ etc. comme les distances des centres de gravité 
des corps P', P"^ etc. à un plan horizontal dç position déterminée. 

5i5. Après s'être assuré que la fonction 4? est un 'minimum ou un 
maximum lorsque la position du système est celle de l'équilibre, on dé- 
montre que si cette fonction est un minimum l'équilibre aura de la 
stabilité y ensorte que le système étant d'abord supppsé dans l'état 
d'équilibre et venant, ensuite*, à être tant soit peu déplacé de cet état, il 
tendra de lui-^nême à s'y temetjtre en faisant des ©scillatioijs iqftqiment 
petites; qu'au contraire dans le cas où la même fonction serait un ma- 
œimum ^ l'équilibre n'aura pas de stabilité et qu'étant une fois tiioublé, 
le système pourra faire des oscillations qui ne seront pas très-petites, 
çt qui pourront l'écarter de plus en plus de son premier état. 

Yoyez^ la démonstration de ces propositions, que je supprime pour 
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abréger, dans la Mécanique analytique ^ première partie, section 3 
^rt. 17 et suivants. En général , un système pesant est dans un état d'équi - 
libre siable, lorsqu'un petit dérangement de cet état d'équilibre élève son 
centre de gravité, et l'équilibre n'a pas de stabilité^ lorsque le centre 
de gravité s'abaisse en vertu d'un pareil dérangement. L'emploi du pen^ 
dule ^ potir mesurer le temps, et pour d'autres usages, est fondé sur la 
stabilité de l'équilibre d'un corps pesant suspendu à un axe horizontal 
et ayant, dans cet état d'équilibre, son centre de gravité au-dessous de 
cet axe ; on peut alors , en lui donnant une impulsion et l'abandonnairt 
ensuite à lui-même , lui faire faire des oscillations de part et d'autre de 
la position d'équilibre , qui , une fois établies , dureraient continuelle- 
ment, sans \Qsfroitetneni5 j les résistances des milieux ^ etc. j et dont , 
eu égard à ces résistances , on ne peut prolonger la durée que par un 
renouvellement de force motrice ; si on place le centre de gravité du 
même pendule au-dessus de Taxe de suspension , et dans le plan verti- 
cal qui renferme cet axe , l'équilibre aura lieu , mai» le corps , par la 
plus petite impulsion sortira de cet état d'équilibre ^ et s^?n éloignera 
continuellement ; les questions relatives à ces mouvements seront traitées 
dans la i« partie du cours , avec les détails convenables. 

S16. Voici , par anticipation, un exemple de TappUcation du principe 
fîes vitesses virtuelles aux questions de mouvement. Si le pendule, ou 
corps solide suspendu à un axe horizontal , dont j'ai parlé dans l'art, pré-* 
cèdent, est mis dans la position supérieure, ou déséquilibre non stable^ 
et qu'on lui donne une impulsion quelconque , qui ne soit pas dirigée 
dans le plan vertical renfermant l'axe de suspension , il tournera toujours 
dans le même sens, autour de cet axe de suspension (en supposant nulles 
les résistances dues ^v^frottements j aux milieux dans lesquels le mouve- 
ment s'opère etc.). Soient à un instant quelconque du mouvement, de,^ 
dCf, j etc. les arcs élémentaires respectifs, parcourus par les molécules 
^r j ^n > c^c- du corps, pendant un temps infiniment petit que je dé- 
signe par dt^ la somme ^/ ( "37 ) +^//( "^ ) + ^^c. qu'on appelle 

la somme des forces nvesj sera un maximum dans la position inférieure^ 
celle de l'équilibre stable , et un minimum dans la position supérieure, 
celle de l'équilibre non stable. 
La démonstration de ce beau théorème, applicable à des cas de corn- 
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position de système et d'action de forces beaucoup plus généraux que 
le précédent se déduit immédiatement dil principe des vitesses vir- 
tuelles, en admettant , comme vraie , Téquation suivante que je démon- 
trerai 4d.ns la afi partie du cours. 

/7i,[-^j +^//("^; + etc. ^constante — 20 
D'après cette équation lorsque le système passe parles positions d'é- 
<juilibre où on ^ rf(P = o^ on a aussi d \mA -jj- \ +etc. { =o et 

par conséquent ^\'T'\ + ^^^* ^^ ^ ^n maximum ou k un mini - 

pinm,} et s'il 9'agit du cas particulier du pendule, le maximum a lieu 
.éviîdemment dans la position inférieure. Ces résultats donnent le prin- 
cipe de çfatique proposé par M. de Courtivron « que de toutes les 
« situations que prend successivement un système, celle où il a la plus 
u grande ou la p\us petite yb/re vive ^ est la même que celle où il fauf 
,v lirait le placer pp premier Jieu popr (ju^il xç^X^ en équilibre. » 



Vl^ PE LA TR0I3lèME SjBfTIOV. 
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SECTION IV. 

DE L' ÉQUILIBRE DES MACHINES 

EN FAISANT EN TREREN CONSIDÉRATION 

LES RÉSISTANCES DUES A L'ADHÉSION, 

XV^ FROTTEMENT, A LA ROIDEVR 

DES CORDES ET T^^E.^ CHAI N E S, 



ObieTTatioo* générales ; division des matière» eofttcnues dans cettie q^atrieâi«' 

sectàon, 

517, J 'ai donné, art. 484 et suîyants-, de» motions générares sur l'esi» 
pèce de système à laquelle se rapportent en général, les machines ^ e< 
J'ai démontré le principe d'où on déduit les conditions communes de 
leur équilibre applicables sqrs exception^ à un mécanisme quelconque. 
Une con^quence .immédiate de ki théorie dont j'ai posé (es bases à 
Tarticle cité est que, parmi 1« conditions auxquelles la- tonstructiov 
d'une machine doit satisfaire ^ la première tii^nt à la solutioa du pro ^^ 
blême suivant. 

« Étant donnés deux points dans l'espace , fier ces deux points par 
<r un^ système de forme variable ou invariable ,. dont la composition soit 
4r telle qu'en imprimant, k un de ces points; an gouvernent donné \l 
M en résulte , pour l!autre point, un mouvement pareillement donné. » 

Ce problème, qui est, en général, indéterminé, renferme complè- 
tement , tout ce qu'on pourrait appeler la théorie des mécanismes ^ 
théorie purement géométrique , et qui peut être tout -à -fait séparée dé 
la considération Ae% forces wx puissances y elle n'en est pas moins 
très -propre à exercer le géqîe d*inventiorr ; quelques* hommes dont 
les noms sont cités avec éloge, dans Thistoire des arts, lui doivent une 
partie de leur réputation.. 
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6i8. Cette théorie des /wecawwiww quoique susceptible d'être ré* 
duite en corps méthodique de science, n'avait jamais , que je sache, 
été considérée sous ce point de vue jusqu'en 1790, époque k laquelle je 
donnai dans le 1" volume de mon Architecture hydraulique^ un clas- 
senoent systématique des machines à élever Peau que je me propose de 
suivre dans la partie de l'ouvrage où je traiterai de ce genre de machines. 

5 19. Depuis ce temps MM. Bettancourt, Lanz et Hachette profitant 
et de leurs propres recherches et des grands progrès que M. Monge a 
fait faire à la Géométrie descriptive, ont publié d'intéressants traités 
sur cette matière. Nous devons à MM. de Betancourt et Lanz un 
essai sur la composition des machines , imprimé en 1808^ dont le 
plan, aussi neuf qu'ingénieux, est de leur invention. Cet ouvrage a été 
revu et publié avec addition de l'analyse d'un cours de machines j par 
M. Hachette , qqi a fait dessiner les planches à l'école Polytechnique, 
et qui met au jour ^ en ce moment , la prerpière partie d'vn traité' 
élémentaire des machines ^ de sa composition. 

520. Les classements de mouvements , faits par les auteurs dont je 
viens de parler, réduisent à dix les cas du problême gênerai énoncé art» 
617, pour ce qui concerne les machines élémentaires y dans lesquelles 
il n'entre que les combinaisons du mouvement rectiligneti du mou<- 
vement circulaire. Chacun des points auxquels le moteur et la résis» 
tance (voyez l'acception de ce mot art. 491 ) sont appliqués, peut avoir 
l'un des quatre mouvements suivants , savoir; 

Le mouvement rectiligne continu ^ celui a lieu toujours dans le 
même sens. 

Le mouvement rectiligne alternatif y celui qui fait parcourir, air 
ternativement , une même ligne droite au point mobile, dans des sens 
différiens , qu'on appelle aussi mouvement de ça et vient. 

Le mouvement circulaire continu^ 

Le mouvement circulaire alternatifs^ 

Ces quatre mouvements peuvent ise combiner, d'abjord, de.six ma- 
nières, lorsqu^oo veut imprimer l'un d'entr'eux au ppint d'application 
du moteur et l'qn des trois autres au point d'application de la résistance. 

II y a de plus quatre combinaisons répondants aux ca^ où les points 
d'application du moteur et de |a ^je^istancc ont up fnode commun à^ 
mouvement. 
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,5a I. Voici un tableau de ces dix combinaisons de mouvement » don- 
nant les dix cas du problème général de Tart. âi7 , pour ce qui concerne 
les machines élémentaires ; Pexpression poini extrême signifie comme 
à Tare. 486, indistinctement, le point d'application du moteur on celui 
de la résistance. 





Mouvement d'un des points 


Mouvementée l'autre point 


Cas. 
1*' 


EXTREMES DE LA MACHINE. 


EXTRÊME DE LA MACHINE. 


Rectiligne continu. 


Rectiligne continu. 


« 


Rectiligne continu. 


Rectiligne alternatif. 


3 


Rectiligne continu. 


Circulaire continu. 


4 


Rectiligne continu 


Circulaire alternatif. 


5 


Circulaire continu. 


RectiUgne alternatif. 


6 


Circulaire continu. 


Circulaire continu. 


7 


Circulaire continu. 


Circulaire alternatif. 


8 


Rectiligne alternatif 


Rectiligne alternatif. 


9 


Rectiligne alternatif. 


Circ\ilaire alternatif. 


10 


Rectiligne alternatif. 


Circulaire alternatif. 



Je me bornerai k cfs premières notions sur la partie purement géo- 
métrique de la théorie des machines, en renvoyant, pour de plus grands 
détails, aux ouvrages ci-dessus cit^. 

5;i2. A cette partie géométrique se réunit, pour compléter la science 
des machines j celles qu'on peut appeller statique et dynamique , 
dans lesquelles eçtre la considération des forces extérieures qui leur 
sont appliquées ^ et des actions et réactions de leurs diverses parties 
les unes sur les autres, Le;s conditions principales auxquelles les ma^r 
chipes doivent satisfaire , sous ces derniers points de vue, sont, 1^ que 
le produit de l'effort du moteur^ par l'espace que parcourt son point 
d'application , dans un temps donné , excède le moins qu'il est possible 
le produit de refFort de la résistance par l'espace* que parcourt son 
point d'application pendant le même temps. On ne regarde pas comme 
une Ibonije mi^cbine, celle dans laquelle le rapport entre le second pro« 
duit et le premier, n'est pas de 7 à f ; 29 , que le mécanisme par lequel 
Faction du moteur est transmise à la résistance ait , parmi toutes les 
formes qui résolvent le problên^e indé.teripiné de l'art. 617, celle qui 
I . 3i 
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est la pluB compatible avec la solidité et la durée des diverses parties 
du onécanisme , l'économie de. la construction et des réparations , la fa- 
ciJité du jeu et de la manoeuvre , etc. 

Ô23. On voit par ce court exposé combien sont abondantee les ma^- 
tiëres d'un traité spécial et complet sur les machines. Le pian d'un pareil 
traité est trop vaste relativement à l'étendue qu'on peut donner à un 
cours élémentaire où il ne s'agît que de préparer les élèves aux études 
qu'ils doivent faire dans les éeqles d'application pour se mettre en état 
d'apprécier l'effet, le produit, et les diverses qualités qui font qu'une 
machine donnée , envisagée quant à sa construction et aux forces qui 
agissent sur elle, est plus ou moins propre à remplir sa destination. 

Je me bornerai en conséquence à résoudre quelques questions fbnda* 
mentales sur l'équilibre et le mouvement des machines, choisies de 
manière que leurs solutions rendent faciles celles des cas les plus compo- 
sés, et contiennent des règles pt ur déterminer, par des calculs fondés sur 
l'expérience, les résistances particulières dues à certaines circonstances 
physiques qui influent très -sensiblement sur le produit des machines, 
et auxquelles il est indispensable d'avoir égard dans la pratique. 

624. Ueffet utile des machines résulte en général , du mouvement 
que le moteur imprime au point d'application de la résistance , il en 
est ce[>endant quelques unes dont la destination unique est de donner 
le moyen de contre -balancer les forces qui tendent ia faire mouvoir ce 
point, et, en général, il faut, pour se mettre en état. d'évaluer VeffeC 
titiU, considérer d'abord le moteur et la résistance dans l'état d'équi - 
libre , ce qui constitue la partie statique de la théorie des machines ; 
c'est celle dont je vais m'occuper , et je ne parlerai des machines en 
mouvement qu'à la fin de la i« partie du cours. 

025. Il semblerait au premier coupd'œil que les formules d'équilibre 
des machines élémentaires devraient être assujetties à un classentent 
analogue à celui de ces machines eUes - mêmes , que J'ai préseiité art. 620 
et Sai ; mais en observant que ces diverses machines comportent seu- 
lement des mouvements rectîlignes et cîrculaires, on reconnaît que ïes 
condftioits de leur équilibre ne sont que des combinaisons de ceWes qui 
ont lie» sur fe ptttn incliné et le levier. La théorie de ces deux ma- 
chines simples serait donc, k la rigueur, suffisante pour Tobjet que j'âî 
eu vue , mais j'y jomdrai, afin dte fei rendre plus^ instructive, quelques 
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détails sqr le coin^ sur les syslèmeç èe poulies , sur V^quiUbre de la 
çis^ celui du //vACiV et anr les ttystèmes d'cngr^nagç^ 

Je commencerai par établir les conditions de l'équilibre (je$ machifies 
en faisant abstraction des rceietances duea w^frQUement atc, ;;et j'in- 
troduirai ensuite, a l'aide de l'expérience , ces résistances daps le calcul. 

Définition du plan inelioé ; cpudiùona de l'équilibre et déterminations diversef 
relatives ^u plan incliné simple , et à un système de deux plans incliné^ adossés; 
démonstration remarquable de Stevin. 

5a6. Soit AC une horizontale , AB une verticale, et BC IHnterseetion 
du plan BAC et d'un plan qui lui est perpendiculaire ; ce dernier plan *8* ^^ 
prend te nom de plan incliné y lorsqu'il est employé comme moyen 
mécanique. Il serait aisé de concevoir comment le plan incliné peut 
sous ce point de vue ^ être d'une très-grande utilité , si on n'avait pas 
à chaque instant , l'occasion de s'en assurer par le fait ; supposons, par 
exemple , qu'on ait à élever , à une hauteur verticale AE , un poids P 
à Paide d'un moteur M y tel que le [dus grand effort dont ce i^oteur 
soit capable équivale à un poids moindre que F y l'action verticale de 
M sur P ne pourra jamais produire l'effet demandé; mais si P est posé 
sur le plan incliné BC et qu'on ait P x cm. ABC K M y alors M en 
agissant sur P parallMement k CB pourra le faire moMVoir le long de 
cette ligne CB jusqu'à ce qu'il soit arrivé de C en 5 et élevé, par consé- 
quent » à la hauteur AB au-dessus de l*horizonta!e AC. Je fais abstrac- 
tion de V adhésion et Au frottement. 

L'horizontale AC est ce qu'on appelle la base du plan incliné y la 
verticale AB est «a hauteuty et BC es/t sa longnetér. 

5&y. On G souvent occasion , en mécanique , de traiter les questions 
d'équilibre ou de mouvement des corps qui, posés sur diffÏTents plans 
ou différentes surfaces , agissent les uns sur les autres par l'intermède 
de cordes, chaînes , ou autres moyens de transmission de mouvement. 
'Le cas le plus simple de ces actions réciproques est celui de deux corps 
ou points matériels m' et jtt^ posés sur deux plans inclinés adossés SB 
et BCy dont j^B est la hauteur commune , AD et AC\e^ deux bases Fig. 18 
dirigées suivant une même ligne horizontale. 

m^ et m, soumis à la pesanteur ou à d^autres forces qiîelconques , 
sopt liés Tun à l'autre par une corde ^A' parfaitement flexible et inex- 
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tmsible , passant sur une poulie /?^ et dont les portioi»^ ^^p^j pa- 
rallèles à DB et BC, som supposées attachées aux centres de gravtté. 
de m^ et /»,. 

528. La théorie de Téquilibre sur le plan incliné tant simple que 
double 9 se déduit avec la plus grande facilité de la théorie générale de 
l'équilibre d'un corps posé sur une courbe ou sur une surface courbe que 
j'ai donnée art. 90 et suivants. II résulté de cette théorie que les condi- 
tions de l'équilibre de deux forces appliquées à un même point matériel, 
qui est assujetti à se mouvoir sur un plan fixe, sont i^ que les deux forces 
ayent leurs directions dans un même plan perpendiculaire au plan sur 
lequel le point matériel est posé , s,^ que les produits de ces forces par. 
les cosinus de leurs angles d'inclinaison sur ce dernier plan soient ég^aux 
et de signes contraires. 

La pression normale sur le même plan sera égale à la somme des pro- 
duits des forces par les sinus de ces angles. 

&2Ç. Tous les théorèmes relatifs à l'équilibre du plan incliné sont des 
conséquences si faciles à tirer des p«)positions précédentes, que je n'ai 
besoin que du simple énoncé de ce» théorèmes pour les élèves qui poa* 
sëdent les trois première» sections de la statique. 

Soient dans le cas dé l'art. 626, et de la figure ly. 

Le corps ou point matériel posé sur le plan incliné in, 

. (.du sommet. . . . P, 

La force qui tend à pousser le corps m, du côté S t^ . , •, 

. Pression normale sur le plan incliné. .••..«..*.....• iV^ 

L'angle formé par la longueur du plan incliné jP^ ^/ 

et par la direction de , . . . . i F„ * • . • . • . e„ 

L'angle formé par la base du plan incliné et J P, . a, 

par la direction de f P^^ a 



y/ 



Angle formé par la longueur du plan incliné et par sa base . . . û, 

Angle formé par les directions des puissances P, et Pg, r 

Hauteur du plan incliné ...•'.••. * A 

Base du plan incliné • * b^ 

Longueur du plan incliné «••.... A^ 

on a dans le cas de l'équilibre les équations suivantes 
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éclations d'équilibre 



Section quatrième. 24a 

P,C08.^, = J^„C08. ^„ 

ou. . , P,cos.(^,— a,) = P„C08.(a„— ^,) 



Pression 
normale/ 



sin. (g,,— g,) 



^^^sm^^ _ 



//" 



// 



COS. 6, ' COS. ( fff — a,) 

Pression que supporte la base, 
= P„ sin. a„ — jP, sin. a, 
furcequi tendà faire glisser le plan incliné sursa base 
= P, COS. a, — P,, C08. «,, 






53o, Dans le cas de la pesanteur, P„ étant le poids du corps /w, et 
]a base , qui relativement aux formules de l'article précédent, peut avoir 
tine position quelconque, étant horisontalé, on a 

f p'/ 

P, est une puissance horizontale ) ^f ^^^ ^f = ^/^sin. 0,)N,^ cos.ff^ 

(p, : P„ :: h:&,j N,:P„ Il le, : ù, 



La 



a direction de P, eft parallèle J ^' = ^/^ ^^"- ^' -'^ ^^ = "^^z *^^^- ^/ . 
à la longuer du plan incliné j p^ ; p^^ n h : le, j N, : P„ Il b,\ l<, 

53 1. Prenant ensuite le cas des plans inclines adossés, celui de l'art. 
52r7 et de la figure 18, supposant nulles les forces étrangères à l'actioi» 
réciproque des deux corps m, et m' ^ qui tendent à pousser ces corps 
vers le sommet commun des plans inclinés, et représentant les quantités 
qui appartiennent au plan incliné BCj par les signes convenus art. 5^9^, 
et les quantités correspondantes, qui appartiennent au plan incliné iSJD^ 
par les mêmes lettres , qui porteront Taccent supérieur au lieu de Tac* 
cent inférieur, on a- 

P„ COS. f „ = P'' COS. e'^ 
N, = P„ sin. e„ j N' = P" sin. e"' 
Pression que supportent les bases = P„ sin. a„ + P'^ sin. a" 
Forces qui tend à faire glisser les i 



plans inclinés sur leurs bases 



= P,,cos^a,, — P 



n 



n 



COS. a' 



532. Le cas de la pesanteur donne ^ en représentant les poids de m^ 
et m! par leurs masses 
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m, : mf :; k, : k^ 

533. On voit, par la dernière proportion , que les poids m,.et mf, en 
équilibre sur les deux plans inclinés adossé», sont entr'eux comme les 
longueurs de ces plans inclinés. 5/^(/i/ï ^ célèbre mathématitiee HoUan-» 
dais, et intendant des digues de Hollande,^ qui a vécu h la fin du i6« 
et au commencement du iy® siècle, a donné une démonstration de ce 
théorème, à une époque où la théorie du plan incliné n'était pas encore 
éclaircie, remarquable tant en elle-même que par les conséquences 
qu'il en a tirées. Voici cette démonstration telle qu*eHe est présentée 
dans la Mécanique aualilique, 

t< Stevin considère un triangle solide posé sur sa base horizontale , 
« en sorte que ses deux côtés forment deux plans inclinés, et il imagine 
« qu'un chapelet formé de plusieurs poids t enfilés à des distances égaies^ 
« ou plutôt une chaîne d'égale grosseur soit placée sur les deux côtés de 
«"cc triangle , dé manière que toute la partie supérieure se trouve ap- 
« pliquée aux deux côtés du triangle et que la partie inférieure pende 
« librement, au .-dessous de la base, comme si elle était attachée aux 
« deux extrémités de cette base. ^ 

« Ot Stevin remarque qû'eti supposant même que îa chaîne puisse 
4H glisser librement sur le triangle , elle doit cependant demeurer en 
m repos ; car si elle oommeRcait b glisser d'eUe-même dans un sens elb 
« devrait continuer à glisser toujours , puisque la mat^ cause de moq- 
« veoaent subsisterait » la lohâlne 5e trouvant & cause de l'MiaÂformité ^ 
M ses psanies, placée toujours de la même maonèreBur k triangle^ d'où 
^< résulterait un mouvement perpétuel œ qui est idbsurde. 
' « Il y a donc nécesgsàrMœot un éqnfltfaré entre 'totitesWs parties de 
« chaîne ; or il est évident que la portion qui pend au - dessous de lu 
« base est déjà en équilibre d'elle - même; <fai3c îl faut que l'effet de 
« tous les poids appuyés ^r Km des côtés jCtotre-i balance l'effort des 
t< poids appuyés sur l'autre côté ; Auiis la %omtn^ des uns est à la 
<( somme des autres , dans le même rapport que les longueurs des côtés 
i< sur lesquels ils sont «ppuyé». Donc il faudra toujours la même puis* 
H sance pour soutenir un ou plusieurs poids placés sur un plan indiné, 
(t lorsqtre le poids total sera propertibnel k la langueur du plan , en 
(K supposant la hauteur la même , mais quand te |^an est vet*tic!rf t ^ 
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W puissance est égale au poids ; doiic, dans tout plan incliné , la puis" 
« sance est au poids comme la hauteur du plan est à sa longujeur « • 

« Stevin déduit de>cette théorie celle de l'équilibre entre trois puis,- 
« sancea tjui agissent sur un même point, et il fait voir que cet équilibre 
« a lieu lorsqtje les puissances sont parallèles et proportionnelles aux 
« trois côtés d'un triangle rectiligne quelconque. » 

Principe des vite$ses virtuelles considéré particuHcrenpeut dans Téquilibre du 
plan incliné} formules de cet équilibre déduites de la propriété du maximum 
d'ahbaissement du centre de gravité ; problème relatif à l'équilibre des corps 
placés sur des courbes , dont cette propriété donne une solution fort simple.^ 

534. J'ai dit, art. 484, que le principe des vitesses virtuelles avait été, 
dès long- temps, apperçu dans l'équilibre des machines , et il sera bon 
de faire voir par quelques exemples particuliers comment il s'y trouve 
vérifié; ces rapprochements, quoique leurs résultats soient assurés d'a- 
vance par les démonstrations générales données depuis Vart: -cité jusqu'à 
l'art. 5io, n'en sont pas moins intéressants et pour la curiosité et pour 
l'instruction. ' " 

Je ne pourrais, dans le cas du plan incliné simple, que répéter lité- 
raleiYietit ce qui est dit ar-t. 466 , en conséquence j^ passerai au cas de 
l'équilibre "de deux corps posés sur deux plans inclinés adossés qui ont 
comme le précédent, la propriété de vérifier l'équatiôti déduite du pria* 
cipe des vitesses virtuelles lorsqu'on donqe aux incréments dp de» 
valeurs finies. 

. Supposons que le corps m' ^ se naoïivant le long du pîan mcRné sur 
lequel il est assujetti à rester, passe de sa positron à îa position E^ y en 
parcourant un espace fini Ap^ d'après les conditions du système le coi'ps^ 
/7^, devra prendre une pqsiùon jB^ à la même distance A f> d'e sa position 
initiale. Or les puissances. P" et /^,, qui sollicitent respectivement m^ 
«t m, faisant avec les lignes égales parcourues, les angles ^' et £,,^ les^ 
projections de A çf sur les directions de ces puissances, désignées pat 
A/?'' et ùkpf, auront pour valeurs 

A/»'' = A^ cosin,.*" jT A Pff^ Alf> c^sin. €,, ^ 

et ces équations combinées avec l'équation P^^qq^ ^h^^^' ^^^- *^' ^ 
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Tart. 53 1 , donne l'équation P" ù^p" = P„ A/?„ telle qu'on la déduirait 
tia principe général. 

Réciproquement , si on part de I -équation P" l^p" ^=^P„ ^P„ ou 
P" dp" = Pf, dpf, et qu'on y substitue pour dp'^ et dp^^ leurs valeurs 
dpco%^'^ dçco^€,f on aura Téquation d'équilibre P,,costf,,=P'^co8^'. 

535. Supposons que les deux corps m'e^ m^ soient 3ouipis uniquement 
à l'action de la pesanteur ; faisons la distance du centre de gravité de 
m, au sommet commun B des deux plans inclinés, égale ^ ç } la lon<- 
jgueur du cordon qui lie les deux corps ensemjble étant a ^ la distance 
du centre de gravité de nif au ipême point B sera a^ — p; soient de plus 
y et y, les distance^ respectjves çie m! et m^ au plan horizantal pas - 
sant par B. 

Les équation^ de condition du système $ero|it^ rn conservât la nqta* 
^iop des artf 5^^ ^^ ^3i 

la distance du centre de gravité du système des deux corps m' et m, 
au plan horizontal pa3sapt par|a ^ase pompiune ^e^ ^i^ux planç inçlipé^ 
çera art. 678 et ;s^83, 

m! p sîn. Û^ -^^ m,{a — />) sin. â. 

cette distance qui ne renferme de variable que p, doit être un minimum 
(art, 514) dans le cas de l'équilibre , pe qifi donne pour la condition 
unique de pet équilibre^ 

w'sin. ^ — /rï,sln. ^,= 6 

c'est l'équation trouvée art. 6851. 

j536. Substituons ^u plan incliné BD une courbe quelconque ff' M' Dj, 
tracée ?ujr un plap vertical , et proposons - ijovis de construire , sur le 
f^g^ 19 même plan , une autre courbe f, Mf C telle que deiix corps ou points 
matériels pesant m^ et nti placés sur pes courbes et liés l'un ^ l'autre par 
le cordon Af,B^^^ soient en équilibrp dans toutes les position^ qu'iU 
pourront prendre sur leurs courbes respectives. Le poipt B est danj^ le 
plan des deux courbes, D C est une base horizontale. 

Menons l'horizontale MJ B K, et traçons les verticales P* M IF , 
P, Mf n, passant par les points où se trouvent m- et /», en supposanf: 
Y couïbe èf M^ C décritp. 

goîepi 
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Soient P' M! ^^y et P,3f/ =jr/ on d^i^ avoir, d'après le principe 
démontré art.5i4, d{mfy +m,j,)=^Oj d'où mf y + m,j,=^C çt 

JK/ = ^^ . Ainsi la courbe ff M' D et un seul point de la courbe 

o^ MfC slvqc les poids mf et /tz, étant donnés, la constante C sera déter- 
minée, et pour trouver un point M, de la courbe ^, M, C correspondant 
à un point quelconque M' de la courbe donnée, on calculera d'abord 

l'ordonnée P. AT = r, = — et on tracera une horizontale HG 

' ' -^ ' m, 

à la distance j^, de l'horizontale K! BK,. Ensuite d'une ouverture de 

compas B M, égale à la différence entre la longueur totale connue du 

cordon hf BM, et le rayon vecteur B M'y on tracera l'arc ^M,(o dont 

l'intersection avec H G déterminera le point cherché. 

Théorie de Tcquilibre d'un corps posé sur deux plans inclinés et sollicité par 
des forces quelconques. Evaluation des pressions que ces plans ont à sup- 
porter. Mesure de la stabilité de l'équilibre ; maximum de cette stabilité. 

537. La théorie suivante mérite quelque attention par l'utilité des 
applications qu'on en peut faire. 

Soient ADÊ c^t ABF deux lignes représentant deux plans perpen- Fig- ^» 
diculaires au plan du tableau , et BGBHD une figure plane ma- 
térielle, dont la masse = M^ couchée sur le plan du tableau, est assujettie 
à avoir deux points de son périmètre en contact avec les plans AE et AF. 

Ce corps M est sollicité par des forces quelconques agissant dans le 
plan DGBHDj dont la résultante est égale à Pj et on deinande les con- 
ditions de l'équilibre de ce corps, ou plari matériel. 

J'élève par les points de contact D et B^ sur les lignes AE et A F 
les perpttidiculaires DCet BCj dont Tintersection est en Cj et l'équi- 
libre aura lieu si la ligne de direction de la résultante P passe pai* le 
point C et si le sens de son action est tel qu^elle tende à pousser le même 
point C dans l'angle DCB ^ cette force pouvant d'ailleurs avoir une in- 
tensité quelconque. 

Il est aisé de voir comment tes deux conditions que je viens ^'assigner 
assurent l'équilibre, lorsqu'elles sont satisfaites ;ïa force -P peut toujours, 
dans ce cas , être complètement remplacée par deux forces dirigées 
j 3â 
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suivant CD et CB ^ normales aux lignes AE et AF^ et qui pressent 
les points de contact D et B contre ces lignes; tout mouvement du corps 
ilf devient, par-là, inripossible. 

D'une autre part, on reconnaîtra, avec la plus légère attention, que si 
la force P n'était pas dirigée par le point Cj le corps Mj ou se séparerait 
soit des deux lignes A E et A F soit de l'une d'entr'elles, ou glisserait 
sur les points de contact. 

638. Lorsque le glissement sur les points de contact est le seul dé - 
rangement que le corps puisse éprouver, le mouvement initial qui fait 
parcourir, à ces points , des espaces infiniment petits , sur les lignes 
. AE et AFj leur fait parcourir les mêmes espaces sur les cercles décrits 
des rayons CD et CBj et déplace ainsi, tous les points du corps Mk 
l'exception du point Cj les conditions de l'équilibre, dans ce cas, sont 
donc évidemment les mêmes que celles que j'ai assignées, art. 146 , pour 
l'équilibre de plusieurs forces agissant sur un plan matériel qui renferme 
leurs directions et qui a un point fixe. 

539. Pour déterminer les pressions normales qui, dans le cas.de l'équi- 
libre, s'exercent aux points D et B^ je désigne par \^' et \^, ^ respecti - 
vement, les angles que forme la direction de P avec les lignes AE et 
AFjet]efaiisAD=^'jDC=n'jAB = ^^,,BC=Yi,jAC=(}etysii 

COS. \pf p^ 

Pression normale en D:= — : — r t , ff\ P = Zf-, — tT" P cos. -ip, 

COS. \f/' P^ 

Pression normale en B=^ — : — , t , ti\ ^= wi — nr- Pcos.^' 

sm.(iA,.+ ^') ri,è +n B, 

on peut remarquer que l'angle EAF=^ ^f+^^'i les angles BDAetDBA 
sont supposés être des angles aigus. 
Fig. 21 540. Je passe au cas où le corps Af continuant à avoir un de ses points 
en contact avec le plan AE^ touche le plan A F par deux points, et je 
mène par les points de contact Bj B' et D des normales BC^ B' C ^ et 
DO aux lignes AF et AE, la dernière normale rencontrant les deux 
autres en C et C^ les angles BDA^ B'DAj DBA^ DB' A sont suppo- 
sés être des angles aigus. 

L'équilibre aura lieu lorsque la ligne de direction RQ àe la résul-. 
tante P des forces appliquées au corps, coupera la ligne CC en un 
point K placé entre C et C ^ le sens de l'action de P étant tel que ses> 
composantes prises, respectivement, dans la direction KC^ et dansia 
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direction Kï! parallèle k BC et B' C^ tendent à faire presser le corps 
contre la ligne AE tt contre la ligne AFj la force P pouvant, d'ail- 
leurs , avoir une intensité quelconque. 

Toute force, agissant sur le corps M^ dont la ligne de direction ne 
passera pas entre C et C^ ou séparera le corps , soit des deux lignes 
AE tt AF j soit de l'une d'entr'elles , pu le fera glisser sur le point de 
contact D et sur l'un des deux autres. 

541. Lorsque le glissement, sur le point de contact D et sur Tun des 
deux autres , sera le seul dérangement que le corps puisse éprouver, le 
mouvement initial de ce corps lui fera décrire pn angle inHniment petit 
autour du point C ou autour du point C'j respectivement, suivant que 
les points qui glisseront seront 27 et i? ou 2? et B'. Cette observation 
correspond à celle de Fart. 538. 

642. -{p' et 4/, étant les angles que forme la direction de P avec AE 

P cos. ^ 
et AF. 1^ pression en 2? • norn^ale sur AE. est égalé à — : — 7-7-^ — -77- , 

f • ■ '^. ' ■ ° sm. (iA,+\^) 

la pression normale sur BB' ayant pour valeur — ; — j-r-^ — rrr— 

543. Cette dernière force est dirigée suivant une perpendiculaire à AFj 
et je remarque que le point de rencontre de la direction de cette per* 
pendiculairé avec la ligne BB^ est entièrement déterminé ; en effet la 

P COS. it • ' ' 

première composante — : — > ., ', . de P j normale sur AE^ exerçant 

son action au seul point D par lequel le corps M est en contact avec 
AEj la direction DR et son point K de rencontre avec la direction RQ 
de P^ sont donnés; ce point Jï est donc nécessairement un des points de 
la direction de la seconde tomposante , et comme' X^ est perpendicu- 
laire sur BB' ^ la position du point de rencontre de Kff et de BB' est, 
comme je Vai dit, entièrement déterminée. On arriverait au même ré- 
sultat par la décomposition de la force P en deux forces parallèles , 
appliquées aux points C et C. 

544. Il suit de cette observation que les pressions absolues de Bet 
B' sont aussi données. Pour avoir leurs expressions analytiques, on fera 
BB' =zajBïS:=zb et on trouvera aisément, art'. 220, les valeurs sui« 
vantes des pressions normales en B et B, qui sont, avec la pression en If, 
Jes composantes de F. 
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Pression en D=^ —, — -—, — \,^ 
sm. (^, + 1^') 



Pression en B =: 



Pression enB'=^ 



P COS. \P' 



a sin. (i/'. + t;'') 

b P COS. -J/ 



a sin. ()/', + >/'') 

545. Je prends , pour dernier cas d'examen , celui 011 on suppose que 
le corps M touche chacun des deux plans jiE çt j4F en deux points ; 
je me borne 9 pour abréger, à la combinaison des positions respectives 
des points de contact représentées par la figure 22 , dans laquelle les 
lignes DB et 27' 5' qui joignent les deux points les plus voisins et les 
deux points les plus éloignés du point j4^ faisant, du côté de ce sommet 
^ j des angles aigus avec l'une et l'autre des lignes jiE et jdF^ les inter- 
sections C et C" se trouvent dans l'angle E^F. Les élèves appliqueront 
aisément ce que je dirai, dans cette hypothèse, k toutes les combinaisons 
possibles des positions des points de contact ; et ce que je dis ici du cas 
auquel se rapporte la fig. 22 , doit s'entendre de ceux que j'ai traité depuis 
l'art. 537, 

Je mène par les points de contact D' ^ Dj Bj B' ^ des normales à 
Fig- â2 jlEeiAFçt j'ai les intersections C et C" par lesquelles je fais passer 
une droite SC O Lj ensuite P étant, comme ci -dessus, la résultante 
de toutes les forces appliquées au corps, et agissant dans le sens RQ ^ 
j'observe que si sa direction passait entre les points C et L^ le corps 
prendrait un mouvement initial de rotation, dans le sens B'BDD' ^ au- 
tour du centre C , et que ce mouvement initial aurait lieu dans le sens 
D'DBB' autour du centre C dans le cas où la direction de la force 
passerait entre les points C" et S. L'équilibre ne peut donc avoir lieu 
dans aucun de ces deux cas, mais lorsque la direction de la force P pas- 
sera entre C et C ^ le corps ne pourra prendre aucun mouvement initial 
et l'équilibre sera assuré si, toutefois chacune des deux composantes de 
Pj perpendiculaire à ^£ ou à ^F^ tend à presser le corps contre celle 
de ces deux lignes à laquelle elle est perpendiculaire. 

546. Je décompose la force P dirigée suivant RQ en deux forces qui 
lui sont parallèles, respectivement appliquées aux points C et C. Les va- 
leurs de ces composantes étant déterminées , les pressions normales en 
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D, ly, Bj B' le sont aussi. Soient OC =a, C"% ^ i j tt. aura 

u — b ,^ 
Composante en C" = 



Composante ei» C = 



a 

b ^ 



et les valeurs des pressions des points de contacC seront 

_ . _ b cos/ \î', „ 

Pression en D = • — : — . > . — rrr" ^ ^ 

a sm. (\{', + \{'') 

» -^ n/ ^-^^ COS. \^, 

Pression en Ir ^r^ • — : — 7-7 — ; — rrr- . jT 

A sin. (1/', + tA ) 



Pression en B =s 



a — b tos. yp' 



sii>.(\^, + \^') 



Pression en B' =s 7 . -=-: r-p- rrr-. jP 

A sm. (tA, + 1^') 

647. Des points C et C"^ comme centrer, décrivons Jes cercle» 
tangents à la direction RKQ de la force P^' si on applique tangentiel- 
lement à Vun de ces cercles, une seconde force égale à P et qui ait, par 
rapport au centre de ce cercle , un moment dont le signe ne soit pas le 
même que celui de la première force P par rapport au même centre , le 
corps sera prêt à prendre un mouvemeitt initial de rotation et le prendra 
effectivement , si on augmente? de la plus petite quantité possible la se-' 
conde force P. La stabilité de l'équilibre par rapport à chacun de* 
points C et C" est proportionnelle au produit de la première force P 
par le rayon du cercle dont ce point est le centre ; et si on veut rapporter 
exclusivement cette stabilité au cas le plus défavorable pour le main-* 
tien de l'équilibre, il faut lui donner pour mesure le produit de la force 
P par le plus petit des rayons des cercles qui ont C et C pour centres^ 

548- La stabilité de l'équilibre, considérée sous ce point de vue, a 
dans rhypothése où les conditions de l'équilibre ci -dessus établies sont 
satisfaites, un minimum de valeur, qui est zéro et qui a lieu lorsque la 
direction de P passe par un des points C ou C" j et un riiaximum de 
valeur qui a lieu lorsque la direction de P passe par le point milieu de 
la droite a C. 

549. Tout ce que je viens de dire , dans le cas où le corps est en 
contact , par deux points, avec chacun des plans ^ JB et AFj s'applique. 
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avec les modifications convenables aux caç où les points de contacts 
seraient en nombre quelconque fini ou infini , et par conséquent à 
celui où le plan matériel M toucherait les plans j4 E et ^F sur deux 
lignes ; mais il est essentiel d'observer que , lorsqu'il y a plus de deux 
points de contact sur un des plans, les pressions de chaque point, sur 
ce plan, ne peuvent plus, en général, se déduire des principes d'équi- 
libre démontrés précédemment, (je parlerai bientôt de la théorie à la- 
quelle le Cfis qui se présente ici est lié) et on a seulement, la somme 

P COS* î^ 

de ces pressions , égale à — : — / t m [l^\ ^^^ ^^ ^^^^ A E et k 

P COS. yp' 
-^ — / f I ^/\ ^"^ ^? P'^^ AFj -^f et tA' ayant la même signification 

que ci -dessus. 

Condition générale de l'équilibre d'un corps pesant , posé sur un plan horizonr 
tal; pressions des appuis lorsque le corps est soutenu sur deux ou trois points. 
Description et usage d'un nouvel instrument à peser. Considérations sur les 
pressions des appuis , lorsque le corps est soutenu par un nombre quelconque 
de points; théorie d'EuLER. 

5ÔO. Un corps pesant, posé sur un plan horizontal immobile , est en 
jcontact avec ce plan , ou par des points isolés , ou par des lignes , ou 
par des surface^. Je suppose que le contact ait lieu par des points , et 
je décris qn polygone fermé, ep traçant un,e pr^emière ligne droite par 
deux des points de contact que j'appelle A et B y tellement placés quç 
tous les autres poiptç de contact se trouvent d'un même coté par rapr 
port à cette ligne, en menant ensuit^ une seconde droite qui remplisse la 
même condition par rapport au point B etk un troisième point de 
contact C y et ainsi de suite , jusqu'à ce que je sois revenu au point A. 

La condition unique d'équilibre du corps pesant est que le point de 
rencontre de la verticale passant par son centre de gravité , et du plan 
qui supporte ce corps, tpmbe dans l'intérieur du périmètre du polygone 
ainsi tracé, Dè§ que cette condition sera satisfaite , l'équilibre aura lieu 
^t réçiproquçment ; maiç si le point de rencontre dont je viens de par- 
ler est extérieur au polygone, le corps prendra nécessairement un mou- 
vement initial de rotation jautour jl'un des côtés ou d'un des sommetj 
d'angles du polygone. 
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S5i. Le nombre des points de contacts étant réduit à deux que je 
désigne par D et B, la verticale passant par le centre de gravité du corps 
devra, d'après les conditions que je viens d'assigner, tomber, entre ces 
deux points, sur la ligne droite menée de l'un à l'autre^ Soit b la dis- 
tance du point Z? à cette verticale, a la longueur de la ligne DB ^ et P 
le poids du corps > les pressions des points D et B auront pour valeurs, 
artâ^o, 

• . /z— ^ ^ 

Pression du point D = 



Pression du point B = 



a 

b 



a 

552. Il est bon de voir comment ces résultats peuvent se déduire des for- 
mules données art. ôSç; je fais passer la direction RQ (fig. 20) de la force 

Pparlesommet-^et les valeurs ^ , Pc.yp,ei — , ^ Pc.\p^ 

des pressions normales respectives sur D et Bj deviennent — ; ^\ — P 

^/ç +^ (?/ 

et F f P ) si on suppose que l'angle EAT augmente jusqu'à 

devenir égal k deux andes droits, les rapport -^ . —- . varie - 

^ ^^ n, n ri, 

ront en s'approchant continuellement du rapport d'égalité, limite qu'ils 
atteindront lorsque EAF sera égal à deux angles droits; on aura donc 
dans cet état extrême. 



Pression en D = - 
Pression en B = 



^' + 6 



formules qui s'accordent avec celle de l'article précédent en observant 
que , dans l'hypothèse d'après laquelle je raisonne, DC^ BC et AC 
deviennent des lignes parallèles , les deux droites EA et FA n'en 
formant plus qu'une «eule , et que ^' j ^,^ et ^' +$, représentent res- 
pectivement b^ a — bj et a, 

553. Si on suppose art. 544 et fig. 21 que l'angle formé parla ligne 
A F et par la direction /ÎÇ de la force P^ est un angle droit, on aura 
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COS. t/', = o, COS. \p^ = sin. (\p^j^\p') ; la pression , sur le plan y^D y 
sera nulle , la pression sur le plan ^ F deviendra égale à P^ et les pres- 
sions particulières des points B et\B' auront pour valeurs respectives 
^ — ^ „ A p 
a a 

Ces résultats laissent l'angle )^' formé par AE et par la direction de 
la force P entièrement arbitraire, c'est-à-dire que, quelque soit cet 
angle, les pressions eïiD^ B et B^ resteront les mêmes; si on le fait 
égal à un angle droit, les points E , A et B seront sur une même 
<Jroite ; supposant alors que P est le poids du corps M ^ A F une hori- 
zontale et A ^ la verticale passant par le centre de gravité de M, on 
aura le cas d'un corps pesant porté sur trois points D j B et B' d'une 
droite horizontale D^B^ et, d'après les formules de l'art, cité , les deux 
appuis ou points de contact B et B^ entre lesquels passe la verticale 
menée par le centre de gravité du corps, devraient se partager le jx)ids 
entier de ce corps , sans que le point D eut rien à supporter. 

554, En introduisant, dans les mêmes formulas de l'art. 644 , fig. sr, 
l'hypothèse de i^^ :== un angle droit , supposant ensuite que P est le 
poids du corps Mj AE une horizontale, iîZ> la verticale passant par 
le centre de gravité de M^ et faisant l'angle \p, ^ qui demeure arbi- 
traire , égal à un angle droit, on a le cas d'un corps pesant porté par 
trois points B' ^ B ^ D d'une ligne horizontale B' BAD j l'un desquels 
(le point D) appartient à la verticale passant par le centre de gravité 
du corps, et on trouve que ce point D soutient le corps entier, les pres- 
sions des points B et B' étant nulles, résultats qui sont les conséquences 
des valeurs t/'' = o , sin. ( i/', -|- \t' ) ==: cos. i^, 

555. Soit G la projection du centre de gravité du corps pesant M^ sur 
un plan horizontal qui supporte ce corps par les trois points A j B , et 
C. Nommons P le poids du corps M j fl'^ II" et II'" ^ respective- 
ment , les pressions que supportent les points A j B et 6\ La première 
condition de l'équilibre est art, 55o que le point G soit dans l'intérieur 

F'g- ^3 du périmètre du triangle ^5 <7. 

On a ensuite (art. 262) pour calculer les trois pressions H'j II"j II'"j 
troiç équations, savoir; IT + 11" + JI"' ^==^G^ et deux équations des 
moments (art. 157) par rapport à deux axes rectangulaires tracés dans 
Je plan du triangle ^BC, Mais on peut remplacer ces équations par 

trQi? 
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Iroîa autres qui expriment que le moment du poids P^ par rapport à 
chacun des côtés du triangle jiBQ^ est égal à la somme des moments 
des pressions par rapport au même côté, somme qui se réduit au mo- 
ment de la pression exercée au sommet opposé a ce côté. En résol- 
vant ainsi le problème et observant que les triangles qui ont même base 
sont entr'eux comme leurs hauteurs , on arrive à une solution élégante 
et simple. ' 

Du point G je mène les droites GA^ GR ,GCj j'abaisse des sommets 
d'angles A^B^CjXes perpendiculaires AS y BT et CR sur les côtés 
opposés à ces sommets, et enfin du point G les perpendiculaires GHj 
GK elGL sur les mêmes côtés. 

Les moments du poids et des pressi<His, par rapport à chaque côté, 
donnent les équations 

Pxcz=ii"xfir.d-oi.iï"=-2|. xP = ^^4^ xp 

CR aire ABC 

On peut remarquer que la somme des expressions qui contiennent les 
produits de P par les rapports des aires , redonne immédiatement la 
quantité P^ qui doit être égale k IT^ + TI" ^11'". 

656. Le résultat très-simple de cette solution est qu'eh représentant 
le poids P par l'aire du triangle ABC^ la pression qui s'exerce à chacun 
des points A ^ B çt C est représentée par Celui des triangles partiels 
BCGj ACG et ABG qui a pour base le côté opposé à ce point. 

SSy. J'ai fait construire une machine à peser, fort simple, et dont la 
propriété est fondée sur l'égalité IP+IP'+IP^' = P. Cette machine 
est composée d'un plateau horizontal, de bois, dbnt la forme est arbi- 
traire; on peut le faire circulaire ou triangulaire , et i\ est convenable , 
pour lies usages auxquels il est propre , que son étendue soit telle qu'on 
puisse y tracer un triangle équilatéral d'un mètre, au moins, de côté. 
Ce plateau est traversé , en trois de ses points , par autant de tiges de 
fer cylindriques , de 3 ou 4 millimètres de rayon ; ces tiges , taraudées 
et vissées dans l'épaisseur du plateau , sont , à leurs extrémités infé- 
rieures , acérées et terminées en pointes ; leurs extrémités supérieures 
I 33 • 
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sont des anneaux verticaux dont les centres se trouvent dans les prolon- 
gements des axes des tiges. Les distances entre ces trois tiges sont arbi- 
traires , on peut les placer aux sommets des angles d'un triangle équtla^ 
téral de lo à 12 décimètres de eôté^ 

Lorsqu'on veut se servir de celte n>achine pour peser, on l'établit sur 
un plan horizontal^ en ayant soin que les pointes de fer portent sur des 
pierres dures ou sur des plaqueade métal ; on place le corps à peser sur le 
plateau ,. et^ avec une bafance romaine, ou encore mieux avec un peson 
à ressort ^ on mesure la pression supportée par chacun des trois points 
d'appui , en soulevant ce point d'appui d'une très-petite quantité ; lors- 
que le poids est considérable, on adapte le peson à ressort à un petit le- 
vier à bascule. La somme des trois pressions , évaluées en unité de poids , 
diminuée du poids connu de la machine à peser , donne le poids du 
corps posé sur le plateau. 

Cette machine, d'un usage commode, a d'^abord l'avantage de pouvoir 
peser des masses à -peu -près triples de celles que le peson à ressort est 
capable de supporter, ensorte que si ce peson indiquait i5o kilogrammes, 
sur son cadran, on pourrait charger la machine ( en supposant que son 
poids propre est de 26 à 5o kilogrammes ) de 400 à 460 kilogrammes; 
ses autres avantages consistent dans la facilité qu'elle donne de peser 
des corps dont la suspension serait embarassante , si on voulait employer 
d'autres balances, tels que des tonneaux de liquides, des grains, des, 
animaux etc. Sous ces divers points de vue l'instrument dont je parle 
doit être commode et utile aux agriculteurs. J'en ai déposé un modèle 
dans la cabinet de la collection des machines de la Société d'encoura - 
gemenL 

558. Je reviens â la théorie générale des pressions des points d'appuis 
d'un corps pesant, posé sur un plan horizontal ,. et considérant d'abord 
ïe cas de trois points , j'observe que si ces points sont en ligne droite , 
ïes formules de l'art. 555 donnent la valeur \ pour chacune des pressiions 
JJ^^ H" ^ n'" } on se rend aisément raison de ce résultat , en faisant 
attention que si le triangle AEC^ Cg. aS, dégénérait en ligne droite , 
et que les points C et G tombassent, par exemple, en R et H y les aires 
ABC y BCGy ACG et AEG qui représentent, respectivement, art. 
cité, le poids P^ et les pressions II' ^ Ù" , II'" ^ s'évanouiraient toutes 
ensemble, et qu'on aurait ainsi | pour Texpression commune de leurs 
xapports^ 
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559. Sî , sans faire aucune hypothèse sur la forme du triangle ABC, 
on suppose seulement que la verticale passant par le centre de gravité 
G tombe sur le côté AB, en G' ^ par exemple, dès-lors, d'après le 
théorème de l'art. 556 la pression du point C devient nulle et les pres- 
sions en A et B sont entr'elles dans le rapport de Taire CG^B à Taire 
CG^Aj ou dans le rapport àe G^B kG' A j résultat conforme à ce qui 
a été démontré art. aap mais la position du centre de gravité du corps 
étant absolument indépendante de celle de Tappui C^ on peut, la dis- 
tance A G' demeurant constante , placer Tappui C où on voudra, et les 
pressions , tant absolues que relatives, en A et Bj ne changeront pas, 
quelque petite que soit la distance du point C à la ligne AB^ ce qui 
permet de supposer cette distance évanescente ; et cette conclusion est 
encore d'accord avec celle de l'art. 553. 

560. La verticale, passant par le centre de gravité, peut tomber sur 
un des points d'appui, le point A^ par exemple, et d'après le théorème 
de Tart. 556 les pressions des points B et C sont nulles, et le point A 
supporte le poids entier du corps. Or cette conséquence du théorème 
cité , étant comme celle de Tart. précédent , absolument indépendante 
de la position du point C^ par rapport aux points A et Bj ou, si on veut; 
de la position du point B par rapport aux points A et Cj on peut en- 
core supposer que le triangle ABC difiTtre infiniment peu de la ligne 
droite , sans avoir de modification à faire à la conséquence dont je viens 
de parler. 

56i. Il est un cas oJi celui des trois appuis A^j A" et A'" ^ placés pîg. %^ 
en ligne droite , qui répond verticalement au centre de gravité , sup- 
porte évidemment le poids entier du corps, c'est lorsque cet appui oc- 
cupe une des positions extrêmes A' ou A'" s soit ÇA^S la verticale pas- 
sant par le centre de gravité, le corps étant en équilibre autour de Tap- 
pui A^j toute force, quelque petite quelle soit, agissant de bas en haut 
sur un point K du corps , à une distance horizontale finie de A^ ^ 
soulèvera nécessairement ce point Kj donc Tappui A est le sçul qui op^ 
pose de la résistance à une force verticale appliquée au corps de bas en 
haut, donc il n'y a aucune pression sous les appuis A^^ et A'^^. 

66â. Le problème général de la détermination des pressions qu'é- 
prouve chacun des points de contact d'un plan horizontal et d'un 
corps pesant supporté par ce plan , a pccupé des jgéomètres célèbres ; 



Digitized by 



Google 



^6o Statique ELiMENTAiRR 

il offre un genre d'indétermination singulier et remarquable dans une 

Qcience exacte. 

Le plao et le corps étant supposés incompressibles, les données da 
problême sont le poids de ce corps, la position de son centre de gravité', 
et les positions particulières de chacun des points de contact par lesquels 
il s'appuie sur le plan; or , pour déterminer les pressions de ces. points, 
quelque soit leur nombre , on n'a , d'après les principes connus de la 
statique, que trois équations, savoir : 

S{II) = Pj Z(IIx)=aPj 2:(JIj) = bP 
P étant le poids du corps, ZTla pression sur l'un quelconque d^s points 
d'appui y dont x cXj sont les coordonnées , <z et b les çoordi^nnées , res- 
pectivement parallèles aux x et auxj*^ du point où la verticale» passant 
par le centre de gravité du corps , rencontre le plan qui supporte ce 
corps. Ainsi y le problème est déterminé pour troi^ points qui ne sont 
pas en ligne droite , mais dès que le nombre des. points de contact ex- 
cède trois , on a plus d'inconnues que d'éqqatîpns. 

563» Pour concevoir netteinent en quoi consiste l'indétermination de 
la question, et pour juger jusqu'à quel point elle tient à la nature même 
de cette question, considérons que lorsqu'un corps eist porté, par un plan 
horizontal, sur un nombre quelconque de points d'appyi ou de contact, 
on peut, sans rien changer aux positions de ces points nia leurs pressic^s^ 
obtenir tm nombre indé/ini d'autres points qui se troitveront , comme les 
premiers, dans le plan horizontal , sans produire aucune pression sur ce 
plan. Parmi le^ divers moyens de se procurer ces points de contact, on 
en peut citer un fort simple , qui consiste à adapter au corps des vis 
verticales qui le pénètrent de part en part, et dont les pointes inférieures 
peuvent être approchées du plan horizontal de manière â le toucher «ans 
le presser ( et en supposant qu'on produisit iine prejssion , comme elle 
serait arbitraire dans certaines limites, l'indétermination dont j.e parle 
n'en subsisterait pas moins ), Or celui qwi cherchant les pressions des 
points de contact d^un corps ainsi disposé, ignorerait qu'il y a plusieurs* 
de ces points auxquels on a donné i^ne pression arbitraire ou nulle, 
n'aurait aucun moyen de faire entrer en considération ce qui tient à 
cette circonstance inconnue ; le poids du corps, la position de son centre 
de gravité, le nombre et les positions de ses points de contact, seraient 
ses seules données , et dans tout cela , rien ne peut faire découvrir des 
pressions réglées arbitrairement,. 
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Voila donc un problème qu'on mt: être déterminé dans claqué ca» 
particulier , et dont la solution se présente généralement ^oup unefo^rn^ 
indéterminée, sans qu'on puisse , cbpfdrmém^t aux règles .de Tanaly* 
indéterminée ordinaire , considérer comme adknissibles Ie& «ateurs qui 
vériGent les équations auxquelles on parvient. 

Il semblerait que la condition du contact n'est, pour un point consi^ 
déré isolément , liée à celle d'aucune pression particulière', peut même 
avoir lieu sans qu'il y ait dé pressioo et qu'ainsi on e^l ^ par la nature 
même de la chose , privé des données fufflsasites» l ' 

564. Le célfebre Èuler a cherché à leyei* ou à; éluder ces: difficultés 
dans un mémoire curieux qui a pour' titre D^'^premon^ pondcrli in 
planum cui incumbit. (Mémoires de l'académie dé Pétersbonrg, novi 
commentarii etc. tome 18). Il pose en principe que si Id» appuis 3ur 
lesquels le corps pesant est porté par le plan^hc^rizon^al , pouvaient s'en- 
foncer dans ce plan, dont la résistancç est cepsée uniforme, chaque point 
de contact y pénétrerait à une profondeur proporirônnelfe à la pressiott*^ 
qu'il exerce sur le plan. Or le corps étant de forme invariable , et les 
points de contact étant , par l'état de la question , dans un même pfarr 
avant leur enfoncement, seront, après cet enfoncement , dans un autre 
plan , dont l'équation , en prenant les a? et iesj^ èur lé premier plan^ 
aura la forme, - . < 

^A, B et Cétant des coefficients constants, et /7 désignant renfoncement 
du point de contact qui a .t et jr pour coordonnées ; mais comme cet 
enfoncement est, par hypothèse, propôrtiônneVà te pression qui s'exerce 
au même point , J7 peut repriésenter cette pression. 

565. J'observe-, d'abord , que la théorie d'Eu'ler ne suppose pas , né^ 
cessairement, que les appuis dli corps forment des empreintes effectives 
dans le plan horizontal qui supporte ce corps ; on peut regarder cette 
hypothèse de pénétration comme' un artifice de raisonnement pour ar^ 
river à une équation qui contienne une retatibn générale entre-les pres^- 
sions des points de contact; et si on veut considérer le corps et le plan 
horizontal , qui le supporte , comme parfaitement durs et incompres- 
sibles , on obtiendra Inéquation cl -dessus en ^sant en principe que 
des lignes verticales élevées aux différents points de contact, et dont les- 
longueurs sont proportionnelles aux pressions respectives qui s'exercent 
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à ces points , ont leurs sommets dans un même plan ; d'après cette ma- 
nière d'envisager les choses , les pressions H seront représentées par 
des verticales élevées aii-dessus du plan horizontal , et comme toutes ces 
pressions ont lieu dans le même sens , toutes les valeurs de Hj appli-^ 
cables à la question qui nous occupe , devront avoir le même signe 
que je suppose être le signe positif. 

566. Les principes posés dans les deux articles précédents étant 
admis, l'indétermination singulière dont j^ai parlé art. 563 est entîèi- 
rement levée; l'évaluation des pressions de touts les points de contact 
ne dépend plus que de celle dés coëfiicients ^^ B et C de l'équation 
de l'art. 664, et on a pour cette évaluation les trois équations de Part. 
S.53 desquelles on déduit immédiatement Z(IT)=iP^ 2!{IIx)^zaPj 
S {Pj)^=bP^ et, par suite, les points de contacts étant en nombre n^ 

nA + B 2{x) + C S(j) =P 
fiAS{T)+BS(x^) + C2:(xjr)=aP 
nA^(jy)+B:^{xj) + C^\j^)==.bP 

les lettres R et Pj de l'article cité^ sont représentées ici par P et ITj, 
4i et b étant les coordonnées, respectivement parallèles aux x éljy dii 
point de reiicontre dq plan xj et de la verliçale mepée par le ceptre 
de gravité du corps. 

Les valeurs deA^BetC tirées de ces trois équations seront substir 
tuées dans celle de l'art. 664 et en introduisant, dans cette dernière, 
les valeurs particulières des coordonnées de chaque point de contact, 
K^Xï aur^ la pression qui s^exf^rçe à ce point, 

667. Lorsque le corps pesant çst en contact avec le plan horizontal, 
par une surface contenue ^ les sommes désignées par Z ^ dan$ les équa- 
tions de l'article précédent, deviennent de^ intégrales définies doubles , 
prises dans l'étenduç entière de la surface de contact ^ et on a , pour ce 
cas, en observant que lapresjsiqn, sur l'élément differentio- différentiel 
dx dy:y est en mêmp temps prpportionelle ^ l'ordonnée H pX à l'aire 
jde cet élément, 

Aff dx^dj^^Bffxdxdy^Çffyd^x^dy^ P 

AJjCxdxdj + BJfx^dxdj + Cffxj:dxdjy=aB 

Affjydxdj + B/)rxjdxdj^-CJfj^dxdy = bP 

^quationç qui donneront, comme les précédentes^ lés valeur de -^^ 5 et 
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568. Je renvoie au mémoire pour les applications de ces équations à 
divers exemples, et je me bornerai à l'exafften?^du -cas de trois points 
^'appui en ligne droite , dont il a déjà été question précédemment. On 
a, pour ce cas particulier, dont Euler n'a pas parié, 

n—A + Bof 

HH^ est la ligne horizontale qui supporte le corps, rorîgîne des xt%x Fîg. «4 
en A^^ NTG est la verticale passant par le centre de gravité du corps; 
A^ j4^^=x,^ A'Jl'" = x„^A'T=a', et on trouve art. 664 et h66 ^ 
en ne conservant que les coefficients A et B^ 

Pression en A' =^ II' =^ '■ ", ■■ •', ■ . 

Pression en A" ^IF'— ;\ ' . ' " '—^ . 

^/ +^//*-^^/^,/ ^ 

Pression en A'" — II'" = — -^—^ . -^-^ . : 

V + ^r/^ — ^A^// a 

569. Ces équations doivent être applicables à une position quel-' 
cofique de la projection T da centre de gravité entrfe les points A' et 
A'" s si on suppose que cette projection tombe à Torigine A! ^ ou que 
la verticale QA' S renferme le centre de gravité, la distance A'T^=-a 
sera nulle et les équations de Part, précédant deviendront 

Pression en A' = ZP = ^'"^ "^ '^"'' . — 



Pression en A" = H" 



Prtssion en A'" = IT" = 



^//^ ^/^// P 



Xf + X ff X fX^f 2 

x,^-^x,x,, p 



^9^ + ^„^—^,^ff ^ 

Ces valeurs satisfont aux conditions générales^, H' + IF' +11" :=iPy 
et H" x^ + H'" as^^z=z o, mais elles devraient donner les valeurs parti- 
culières n' = Pj n" = 0^ H'" = o^ telles q^u'on les a eues- art. S54 
en les déduisant de la théorie exppsée art.- 687 et suivants; ces valeurs, 
ainsi que je l'ai observé art. 56 1 ^ sont évidemment les seules admis- 
sibles (puisqu'un effort vertical, aussi petit qu'on voudra, qui s'exerce-- 
rait de bas ç^ hwt, au point J^', ou au point A"^^ soulèverait le corps^ 
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en le faisant tourner autour du ppint A') et cependant on ne les oK- 
tient, par les équations précédentes, qu'en supposant aî,= a?,, ^ ou, en 
réduisant les trois appuis à deux. 

670. J'observerai de plus, que la pression eu A'^' est négatiye, c'est- 
à-dire s'exerce de bas en haut, car on a .^/,>a?, ^ d'où^,,a?,>.T^^ et 
cette valeur négative est encore incompatible avec l'état réel des choses, 
qui ne peut rendre d'autres pressions admissibles , que celles qui s'exercent 
de haut en bas. 

Je crois devoir , en terminant ce que j'ai à dire sur cette matière , 
(dans la première partie de mon cours , citer M. Servois professeur de 
Mathématiques de l'École d'artillerie de la Garde Impériale , à la Fere , 
qui a adressé k l'Institut de France , il y a environ un an, un méipoire 
inédit , dans lequel il déduit , d'une manière fort ingénieuse, des prin- 
cipes de la communication du mouvement entre les corps , la détermi- 
nation des pressions exercées sur des appuis fixes , par des puissances 
quelconques ; sa solution est fondée sur une théorie qui sera démontrée 
dans la deuxième partie du cours. 

Définition du coin , conditions de son équilibre, comment cet équilibre sa- 
tisfait au principe des vitesses virtuelles j application à la statique des 

poûtesl 

Fig. 25 571. AB et ^C étant deux lignes égales , le prisme droit qui a le 
triangle ABC pour base , prend , quand il est employé aux usages mé- 
caniques dont je vaiç parler , le nom de coin. 

Sya. Le coin sert en général à séparer deux corps ou deux parties 
d'un même corps lorsque cette séparation exige un certain effort; on 
introduit ses faces A Cet AB entré les points ou les surfaces qu'on veut 
écarter Pune de l'autre, et on frappe ou on presse la tête CB dans le 
sens DA. Cette machine, une des plus simples, est , en même temps une 
de celles dont nos besoins nous rappellent le plus souvent la. nécessité ; 
on la voit, sous des formes diverses, employée à Uiie- infinité d'usages. 
Tous les outils tranchants et instrument pointud, tel^ que le coin à 
fendre du bois, les couteaux, rasoirs, haches, rabots^, clous, pieux, 
pilotis etc., se rapportent k cette machine. Les moyens qu'on employé 
en bien des occasions, surtout dans la fabrique des Menfes j pour dî- 
yiscr des blocs de pierre, en insinuant, dans .des fentes, des cales de 

boi^ 
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boîs qu'on fait gonfler en les arrosant, ceux dont on s'est servi quelque 
fois pour soulever des masses , en mouillant les cordes sèches qui les 
soutenaient, en sont encore des dépendances. 

Le même instrument est employé, par la nature, dans un nombre in- 
fini de ses opérations, et elle Ta sur-tout multiplié dans l'économie ani- 
male; les becs, les cornes, les dents, les griffes, peuvent être regardés 
comme des coins, et on sait de quelles ressources ils sont aux animaux , 
pour leur existence alimentaire, pour l'attaque, la défense etc. 

673. La théorie physico-mathématique du coin est sujette k de grandes 
incertitudes par le défaut de données suffisantes sur les lois auxquelles 
sont soumises les résistances qu'on a à vaincre avec cette machine ; mais 
si on regarde ces résistances comme connues, d'une manière quelconque, 
en intensités et en directions , les conditions de l'équilibre de la ma- 
chine sont des conséquences on ne peut pas plus simples de la théorie 
exposée depuis l'art. 687 jusqu'à l'art. 649, 

Supposons que le coin ^BC so'ii destiné à séparer les points K et K^. 
du corps GIIIPLG^ et qu'une puissance P agissant perpendiculaire- 
ment à sa tête CB^ dans le sens Dji ^ soit en équilibre avec les résis- 
tances des points K et K^ également distants du sommet j4j les condi- 
tions ^K = j4K^j et angle C^D= angle BjiD supposent déjà que ces 
résistances sont égales entr'elles, et si H désigne l'intensité de l'une ou 
de l'autre, prise dans la direction Kl om £^/ perpendiculaire k AC q\^ 
AB j on verra fort aisément que les résultats consignés dans l'art. 539 > ^^ 
appliqués au cas dont il s'agit ici, donnent, eii f£»isant angle CAIf=^^j 

19' *• TT Pcos.\p 
requation 11=^—. — 7 — ,— , ou 

^ siu. (*^) 



JI= 



a sin. \p 

c'est d'ailleurs ce qui se déduirait immédiatement de la décomposition de 
la force P en deux forces dirigées suivant IK et J/iC'^ Jetant un des points 
de la direction de P qui peut être considéré comme son point d'application. 
674. Ainsi il y aura équilibre entre la force P agissant suivant DA 
et deux forces IT^ normales sur AC et ABj appliquées à des points 
K et Jt' également distants du sommet q{i arête ^^ et ayant chacune 

pour valeur : — j- . 

^ 5L sin. w 

l 34 
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t JI AH 




on a : — 

£ sin. 

et par conséquent 77= . 

p'.nv.cB.An 

c'est le théorème, dotiné dans tous les ouvrages élémentaires, sur Péqui- 
libre du coin. 

SyS. J'ai supposé , pour rendre les résultats immédiatement appli- 
cables aux cas usuels , que le profil ABC était un triangle isocèle^, et 
que la direction de la puissance P passait prr le milieu de la ligne 
CB et par le sommet A } mais si on voulait raisonner sur l'équilibre 
du coin y d'une manière plus générale , relativement à sa forme et à la 
direction de la puissance qui lui est appliquée, on arriverait aux mêmes 
relations entre la puissance P et les pressions normales aux points de 
contact, trouvées art. 687 et suivants. Dans les articles cités, des points 
de contact mobiles exerçaient des pressions sur des surfaces immobiles; 
ici on a & traiter le cas inverse , mais la marche du raisonnement et 
les résultats analytiques sont les mêmes dans l'un et l'autre cas. 
Fîg. 26 ^7^- En conservant, quant au coin ABC et à la force qui lui est ap- 
pliquée , les hypothèses de Part. 678 , supposons que ce coin est em- 
ployé à séparer deux corps Ç) et Q' posés sur un plan immobile H If 
parallèle au plan CB ^ et dont les profils transversaux , sont les paral- 
lélogrammes rectangles a eKâ ^x a* é K! d ^ les points de contact 
X et Ef étant , comme à l'art, cité, à égales distances du sommet A y 
et cherchons la valeur commune de deux puissances égales qui appli- 
quées en K et K! parallèlement à SB! et à CB, ou perpendiculaire- 
ment à AD j feraient équilibre à la force JP. 

La composante de P^ normale k AC et agissant en jK^ qui a pour 
p 

valeur -. r- , étant elle-même décomposée en deux forces , l'une pa- 

2 sm. y^ ^ 

rallèle et l'autre perpendiculaire à Uff, ou a une première force 

P p 

— : p- X COS. CAD ou ; agissant dans le sens Ke. et 

U^ sm, \^ ^ tai>g. ^ 

P 

une seconde force — r — r- x sin, CAD ou tP agissant dans le sens 
2 sm. yp » o 

Kd. Cette dernière est détruite par la résistance du plan HH' : donc 
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P 

une force j . agissant dans le sens eX . contrebalancera reffort 

a tang. '^/ ^ 

que P exerce sur le corps Q) et une force égale, appliquée en K! dans 

le sens d K! ^ contrebalancera Teffort que le corps Ç^ a à soutenir. 

En résumé le système des trois corps ABC y Ç et Ç' sera en équilibre 

si , appliquant une force P au premier corps, dans la direction et daht 

P 

le sens DAjon applique aux corps ÇctQ^ des forces égales — j j 

dans les directions respectives et dans les sens eK et ^K\ Désignant 
jpar Tune ou l'autre de ces deux forces on a 

« — ^ 

s. tang. ^ 
577. Imaginons que chacun des systèmes représenté par les figures 
25 et 26 , éprouve un dérangement qui fasse parcourir au point I de 
concours des directions des forces en équilibre appliquées au coin ABC 
vn espace fini égal à lij dans le sens de la ligne DAj menant les pa» 
rallèles zVr et /// k AC et AB et formant les triangles rectangles Ikij 
Ik'i dont le» angles droits sont en k et k' ^ fig. a5 , et en 1^ fig. a6 , 
les espaces parcourus par le point / et par les points K et K' y dans des 
directions parallèles aux forces P et II ^ fig. aS, ou jP et 6^^ fig. a6, 
seront, respectivement, égaux à li , Ik et Ik' j le théorème de Tart. 85 
donne , en ayant égard aux sens des actions de ces forces , 

Figurées P y^li — !iIIxik=^o 

Figure 26 Pxli^—2,0x^k = o 

Xi , p 

Parla première équation, -Cr=±: ■■■■'■ ; j ■ x i'=^ " . , j 

li P 

Parla seconde équation, é9= --j- xi^=ï7pcotâng*^= ; , 

^ %lk ^ * ^ ^ a tang. 1^ 

et on déduit ainsi du principe des vitesses virtuelles les mêmes condi» 
lions d'équilibre que celles qui ont été trouvées art. 678 et 676, 

578* Je me restreins, pour abréger, aux notions les plus élémen- 
taires sur l'équilibre du coin^ et je supprime, par le même motif, les 
recherches relatives à l'équilibré d'un système de coins. J'ai traité cette 
matière, avec beaucoup de détail, dans le premier tome de mon archi^ 
ieciure hydraulique ^ depuis l'art. 846 jusqu'à l'art. 879, où ;*ai donné 
une théorie complète de la statique des voûtes ^ contestant toutes les 
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explications nécessaires pour faciliter l'application des' résultats analy - 
tiques à la pratique des constructions. Une des conséquences curieuses 
de cette théorie est le rapprochement , fait art. 877 de l'ouvrage cité , 
entre la courbure d'une voûte en berceau dont les çoussoirs ^ sollicités 
par des forces quelconques , se font mutuellement é€|iitUbre « et celle 
d'une corde parfaitement flexible et inextensible retenue par ses eslré* 
mités et sollicitée aussi , à chacun de ses points , par des forces quel- 
conques. Des marches de raisoimement et d'analyse très -différentes, 
dans l'un et l'autre cas , conduisent à la même équation d'équilibre. 

L'identité des résultats dont je viens de parler se conclut des consi- 
dérations générales précédemment exposées art. 5o i et 5 1 4, et j'ai établi , 
dans ce dernier article, la distinction entre les deux espèces d'équilibre 
qu'offre le système des corps durs appuyés les uns contre les autres > et 
la courbe funiculaire. 

De la poulie simple et des systèmes de poulies ; équilibre des forces appliquées 
à ces systèmes 5 principe des vitesses virtuelles vérifié par cet équilibre. 

ï'ig- ^7 579. Imaginons un solide engendré par la révolution d'un parallélo- 
gramme rectangle ahcd, autour de sa base de y le milieu du côté ab 
étant infléchi suivant la courbe a 6y; ce solide aura la forme de la ma- 
chine simple appellée poulie. La surface courbe engendrée par la courbe 
atfyj sur laquelle s'applique la corde, se nomme ^or^e de la poulie. 

La poulie, dans les usages mécaniques auxquels on l'employé, tourne 
autour d'un axe AA^ qui , dans certains cas est fixé à son centre, et dans 
d'autres cas, traverse cette poulie, sans faire corps avec elle, par un 
trou pratiqué à ce même centre. 

L'axe est supporté, soit par des appuis ou paliers fixes, soit par une 
pièce mobile qu'on appelle chape , (voyez fig. a8 et ^9). Je n'insiste 
pas d'avantage sur ces notions qui sont familières aux élèves. 
Fig. a8 et 29 58o. M' étant un poids dont une puissance M doit empêcher la des-' 
cente par le moyen de la corde MDEM'^ enroulée sur la poulie C^ il 
est évident que le poids M et l'effort exercé par Af seront, dans le cas 
de l'équilibre , égaux entr'eux. La poulie ne sert ici qu'à produire ce 
qu'on appelle un renvoi de mouvement ; elle procure au moteur le 
moyen de prendre différentes directions dans un plan vertical perpen- 
diculaire à. son axe» 



Digitized by 



Google 



Section quatr'1Ème4 sl6^ 

S8i. M et 3f sont* comme précédemment, la puissance motrice et Fîg. 3o 
la masse pesante (à laquelle on peut réunir le poids de la poulie et celui 
de sa chape) que cette puissance doit tenir en équilibre; la corde à Tex- 
trémité de laquelle le moteur exerce son action , est attachée, par son 
autre extrémité , à un point fixe» 

Désignant par e, l'angle que forme la verticale avec le cordon auquel 

Jlf est appliquée, on a* 

/ M=^jM^ COS. € 

58jfc. Si le cofdon auquel le moteur est appliqué passe sur un point 
fixe, la poulie prendra une position facile à déterminer, ainsi que je l'ai 
fait voir en parlant du polygone funiculaire. 

583. Le moteur M exerce son action à l'extrémité d'une corde qui Fîg.Si 
passe sur un point fixe j4 et s'enroule sur la poulie i ; l'autre extrémité 
de cette corde est attachée aii point fixe B. On a ainsi, un système de 
poulies 1 , 2&, 3, etc. sur lesquelles s'enroulent des cordes dont chacune 
est attachée, par un bout k la chape de la poulie précédente, et par'^on 
autre bout, à un point fixe C^Dj etc. un poids Bj suspendu à la chape 
de la dernière poulie doit être tenu en équilibre par le moteur M. 

Soient n le nombre des poulies , /^ /"^ /"'^ etc. , les tensions des 
cordons qui s'enroulent , respectivement , sur les poulies i , a, 3, etc. , 
on aura, en désignant par i^^ a^'O s,€^'^j etc. les angles respectifs que 
forment entr'ellesles deux directions de chacun des cordons qui éprouvent 
les tensions /'^ /"^ /"O etc. 

/ =M 

/'' = a/'cos. ^' 



/(n) = A/(n— i) COS. fCn-O 

584. On déduit de ces équations 

M= E 

a" COS. ^ COS. «''...* COS. eW 



(n) et (n-*i) sont des numéros d'accentuation, et » un exposant; 

585. La figure 3^ se rapporte à un cas moins général que les pfécé- Fig. 3» 
dents , celui oîi le système est disposé de manière que les cordons sont 
parallèles entr'cux; cette condition se trouve remplie lorsque la distance ^ 
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horizontale entre le premier point fixe A et le deuxième point fixe B 
éfant égale au diamètre de la poulie i , les distances horizontales entre 
B et C y entre C et D ^ etc. , sont, respectivement , égales au rayon de 
)a poulie 2> w rayofi 4e (a poulie 3 , etc. On a , dans ce cas 

Fig- 33, 34 et 35. 586. La relation entre le poids R dont on veut empêcher la deiscente 
et le ipoteur M y destiné à lui faire équilibre , est aisée k appèrcevoir 
dans les systen>es auxquels se rapportent les fig. 33, 34 et 35, qui re- 
présentent les combinaisons de poulies qu'on appelle des moufles. Qiacun 
de ces systèmes, qu'on suppose disposé de manière que les cordons soient 
parallèles , se compose de deux parties, Tune supérieure qui est un as- 
semblage de poulies dont les axes sont toujours à la même distance ver- 
ticale du point fixe de suspension de tout le système, et l'autre inférieure 
H laquelle le poids est attaché , et qui peut s'élever ou s'abaisser. Cette 
partie inférieure est suspendue à la supérieure par autant de cordons 
qu'il y a de poulies dans l'une et l'autre , et ces cordons , qui forment 
les sous-divisions d'unie même corde continue, parfaitement flexible, sont 
tous également tendus; ainsi n étant le nombre des poulies du système, 
et / la tension d'un des cordons , le poids R plu^ le poids de la partie 
inférieure du système de poulies, équivalent à /r/; mais le moteur M, 
appliqué à l'extrémité de la corde, n'ayant à contrebalancer que la ten* 
sion de cette corde, fait^ dans le cas de l'équilibre, un effort égal à /^ 
^'où on conçlqt 

n 

587. On voit , par ce qui précède , que la poulie est une machine égaler 
ment remarquable et par sa simplicité et par ses propriétés mécaniques, 
aussi son usage est-il très-répapdtf, sur -tout dans la marine. Il est on ne 
peut pas plus facile de voir comnî^nt cette machine vérifie le principe 
des vitesses virtuelles, et, dans le cas du parallélisme des cordon^, cette 
vérification a lieu pour des espaces finis , parcourus par les points d'ap- 
plication du moteur pt de la résistance. En effet , dans le-systênf>e repré*- 
sente fig. 3^ , l'espace vertical parcouru par chaque poulie est toujours 
moitié de l'espace correspondant parcouru par la poulie immédiatement 
ftupérieure , et double de celui que parcourt la poqlie immédiatement 
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inférieure , d^où on conclut , n érant le nombre des poulies , que les lignes 
décrites en même temps par les points d'application du moteur de la 
résistance , sont entr'elles dans le rapport de â° : i . 

Dana le cas des systèmes représentés par les figures 33, 34 et 35, si 
le poids R parcourt un espace vertical kj la longueur de chacun des n 
cordons variera de à^ et la variation de la somme de ces longueurs, 
sera nhj égale k l'allongement de la partie de corde comprise entré le 
point d'application du moteur et la première poulie , égale , par consë^ 
qucnt, à la ligne décrite par ce points la corde étant supposée toujours 
tendue; cette ligne est donc à la variation de hauteur du poids comme 
n : I. 

588. Étant donné un syst^e quelconque sollicité par des forces dont 
les intensités et les directions sont aussi quelconques ^ on peut toujoufs 
concevoir une combinaison de moufles , adaptées à ce système , telle 
que d'autres forces feraient sur les points du système , par le moyen de 
ces moufles , en remplissant certaines conditions données , précisément 
le même effet que les premières forces auxquelles on pourrait les subs- 
tituer. L'auteur de la Mécanique analytique a donné une démonstra- 
tion du principe des vitesses virtuelles , aussi curieuse qu'ingénieuse i 
fondée sur des transformations de cette espèce. (Voyez le Journal de 
V École Polytechnique.) 

Du levier et de se& différentes espèces ; problême sur le levier pe«ant ; pn'n * 
cipe des vitesses virtuelles considéré particulièrement daas l'équilibre des 
forces appliquées à cette machine^ 

589. Un levier est , en général , un corps assujetti k tourner autour 
d'un point ou d'un axe fixe. J'ai donné , dans la deuxième section de 
ce traité, la théorie complète de l'équilibre d'un pareil corps , et des 
pressions que supportent les points et les axes fixes ; je me bornerai à 
présenter ici , quelques notions élémentaires applicables à la mécanique 
pratique , et dans lesquelles le levier est considéré comme une verge 
inflexible , assujetti à tourner autour d^un point ou d'un axe fixe^ et 
sollicité par des forces qui agissent dans un plan renfermant ce point, 
ou perpendiculaire à cet axe. 

690. En simplifiant ainsi la forme du corps et supposant qu'il n'est 
sollicité que par deux forces dont l'iinç est le moteur et l'autre la résis- 
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ianccj on distingue , dans la mécanique appliquée, trois espèces de 
machines comprises sous la dénomination générique de levier^ savoir: 
• Le lei^ier de la première espèce , dont le point d*appui , ou l'axe de 
rotation est entre les points d'application du moteur et de la résistance. 

Le levier de la seconde espèce sur lequel le point d'application de la 
résistance est entre l'axe et le point d'application du moteur. 

Enfin le leçierde la troisième espèce ^ sur leqjiiel le point d'application 
du moteur est entre l'axe et le point d'application de la résistance. 

691. L'équilibre de chacune de ces espèces de levier dépend, d'après 
ce qui a été amplement expliqué et démontré dans la deuxième partie 
de ce traité , d'une condition unique ; cet équilibre a lieu lorsque les 
moments (art. 1Ô7) du moteur et de la résistance , par rapport à l'axe 
de rotation , sont égaux et de signes contraires. 

S92. On aura égard , quand^i] sera nécessaire, à la pesanteur du levier, 
en introduisant, dans l'équation d'équilibre, la somme des moments des 
poids de toutes les molécules qui composent sa masse , avec les signes 
convenables. 

Le levier pesant de la deuxième espèce donne lieu k un problème de 
^linimum dont il est bon de placer ici la solution. 

Lorsqu'on veut, par le moyen d'un pareil levier , que je suppose être 
une verge droite , homogène et uniformément grosse, faire équilibre à 
un poids P placé à une distance a du point d'appui ou de l'axe, p étant 
le poids de l'unité de longueur du levier, M le moteur, x la distance 
de son point d'application à l'axe qui est cepcé être la longueur totale 
du levier, on a, dans le cas de l'équilibre, 

Mx=:zaP + {px^ .,..,... (i) 

(ifcf agit verticalement de bas en haut) on déduit de cette équation 

M=fl±llfL ,.(.) 

et on voit que ilf = oo ^ tant lorsque a?= =» que lorsque .t = o. Entre 
pes deux limites se trouve le point où il faut appliquer M pour que son 
effort soit un minimum , et la position de ce point se détermine j>ar 
l'équation. 



= <f)........(3) 



K p J 

U 
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La valeur minimum , correspondante de Mj se calcule par Téquation 

M=y2apP (4) 

693. L'application du principe des vitesses virtuelles k Téquilibre du 
levier est un cas très-particulier de la théorie relative à ce principe, que 
j'ai exposée dans la troisième section de ce traité; voici comment on 
peut, indépendamment de cette théorie générale, démontrer fort-simple- 
ment que l'équilibre du levier , tel que je le considère ici , vérifie le 
principe des vitesses virtuelles. 

M et R étant le moteur et la résistance qui se font équilibre par l'in- 
termède d'un levier, abaissons, du point d'appui, des perpendiculaires 
met r sur leurs directions respectives, et menons, du même point d'ap- 
pui aux points d'application de M et B sur le levier , des droites dési- 
gnées par fit et p. 

Supposant ensuite q^ie le système tourne dans le plan des forces Met 
JR et autour du point d'appui , d'une quantité angulaire infiniment petite 
d^j on démontrera aisément que les projections des longueurs absolues 
des arcs élémentaires décrits par^ et p^ faites sur les directions des forces 
Met B^ sont respectivement égales aux longueurs absolues des arcs élé- 
mentaires décrits par m et rj ces dernières longueurs ont pour valeui^ • 
Tnéiip etrd<Pj et l'équation Af .7/2^^ — R.rd(p:=zO, donnée par le prin- 
cipe des vitesses virtuelles, se trouve identique avec l'équation d'équi- 
libre Mm — /?r=o, déduite des principes élémentaires de la statique. 

Du tour et de ses difierentes espèces , telles que le treuil et le cabestan^ 

594. On fait un grand usage, dans la mécanique-pratique, d'une ma- -. -, « ,«- 
chine qui a le nom générique de lourj et dont les diverses variétés se 
rapportent toutes au levier. 

Cette machine est composée d'un arbre ou corps cylindrique, qui tourne 
sur deux tourillons, placés à ses extrémités et appuyés sur des paliers j 
ou retenus dans des trous circulaires. 

Une cqrde, enroulée sur cet arbre, s'attache au poids qu'on veut ei>-^ 
lever et, en général, au point où est appliquée la résistance qu'on veut 
vaincre ou contrebalancer , ce à quoi on parvient en faisant tourner 
l'arbre , ou en lui donnant une tendance au mouvement de rotation , 
dans le sens convenable, ï^es forces motrices, qui donnent ce mouve- 
I 35 
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ment, ou dette tenda'nîcé au lifiouVêfrwht, sont appliquées, ou aux extré- 
mités des leviers qui traversent Parbre et lui soîit perpendiculaires, ou ^ ^ 
^ des manivelles , ou à différents points de la circonférence d\ine roue 
fixée et concentrique à V arbre. 

5ç5. Le tour prend le nom de treuil lorsque Tarbre est dans une 
position horizontale , et celui de cabestan lorsque l'arbre est vertical ; on 
remploie , particulièrement , dans la marine , sous cette dernière forme. 

La position horizontale de l'arbre de laquelle résulte la rpôsitidn ver- 
ticale du plan dans lequel agissent les forcer motrices, fournit le moyen 
d'employer la roue à tympan mue par le poids des hoftimeô et même 
des animaux; des roues dé cette espèce sont souvent adaptées aux grues 
et on les applique à plusieurs autres machines. 

696. Tout ce que je pourrais dire sur l'équilibre du tour et sur les 
pressions des tourillons y àdx\s le cas de l'équilibre^, est textuellement et 
complètement exposé depuis l'art. 368 jusqu'à l'art. 38a. 11 me suflii^a 
d'avoir donné ici une idéedesprincipaux modes d'application'de la théo- 
rie des art. cités, qui ont été adoptés dans la mécanique pratique. 

Il y a cependant une obseivation essentielle ^ relativement à la: gros- 
seur d'une corde enroulée sur un arbre ou cylindre.^ qlie je ne dois pas 
.omettre. Le bras de levier d'un poids çti^pendu à ttae corde ainsi en- 
roulée , et , en général , celui d'une force quelconque , qui tend cette 
corde , pris par rapport à l'axe du cylindre, doit toujours se Inesurer 
depuis ce même axe jusqu'à l'axe de la corde, et être, par conséquent, 
égal à la somme des longueurs du rayon du cyliddre et du rayon de la 
corde. P étant la puissance , y et ç les deux rayons dont je viens de parler, 
le moment (art. -457) i^P ^ par rapport à l'aie-du cylindre , a pour va- 
leur P (r + f>) 

De la vis ; conditions de l'équilibre de cett« machine ; comment ces conditions 
vérifietit le principe des vitesses virtuelles. Moyen de réunir, dans la vis^ la 
solidité à une 'grande puissance mécanique. 

Fjg. 39 nos. 1 , 2 , 3 5çy. Lam est lirte combinalsdh particulière du levier et du plan in- 
4, 5, 6 et 7. clfné,'et sa théorie participe de éélle de ces deux machines. 

"Les élèves ayant une connaissance exacte et complète de la généra- 
tion et de la composition de la vis , dont ils font une étude détaillée 
dansiecoUfs de^co/Tïc'/r/e descriptive^ je me contente, pour abréger. 
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de mettre sous leurs yeux , les figures, en forme àk^pure, d'qne vis k 
Jilets carrés et d'une vis kjilets triangulaires. 

598. Supposons qu'une vis , mise dans la situation verticale et ayant 
son écrou fixe , supporte un poids dont le centre de gravité se trouve 
dans la verticale passant par l'axe de la vis, et cherchons les conditions 
de l'équilibre entre ce poids et une force horizontale agissant perpen- 
diculairement à un levier horizontal dont l'axe rencontrerait celui de 
la vis. 

Soit P la somme des poids dM corp» fe tenir ep équilibre et de la vis 
elle-même, M la force horizojdtale qui dpit établir cet équilibre , A la 
bauteur du pas de vis, r la disjt^npe du poiat d'application de Af ^ Taxe 
de la vis, et p la distance ei^re cet axe et ie milieu de la saillie du filet. 
(D'après là valeur assigné/e 4 fi, on peut, .dan3 le^ cas d'^pj^ication les 
plus ordinairefl, ^uhs^ituer pour Je calcul , k la vis doAQ^ t udo vis fic- 
tive doti^de filevt aurait une saillie infiniment petite j sur >in axbre d'un 
rayoQ égal àfi.) 

U réttilte de la composition 4e la machine que la vis, supportant le 
poî4s, tend & dépendre le long de Vf^élic^ cnivant laquelle les filets de 
Véerou so»t coupbé^, de la même manière qu'un corps grave tendrait à 
desceodre sur un plan incliné formant, avep l'horizon, un angle dont la ^ 

tangente trîgpnpmétrîque, gérait (^est la demi circonférence dont 

Je rayQp =ss= i ), Appliquons au filet dp Qette vis, une puissapice horizon- 
tale H' dirigç/î .^uiviHit qiie ïigpe dopt Ja di^aoce i jl'we yerticçkl soit 
=f ^ €^e pviifisarice -W' frr^ équiUbr/e ^u .pqidf P ^ û 9^ valeur satis- 
fait à l'éiquatign d'équilibre du pN içdiné dohnée art. i53o. 

la tangente trîgonométrigue 



M 



a^^p 



2jrp 
sin. ^ 



Supposant que M^ a la valeur qu'on vient d'assigner , je .la décom- 
pose en deux forcer horizontales, qui lui sont parallèles , l'une dirigée 
sur l'axe de la vis , et l'autre ayant son point d'application à, une dis» 
tance r de cet axe. La première composante est détruite par la résis- 
tance de l'écrou , et l'autre qui a pour valeur -— itf'^ est capable dg 
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remplacer, seule, la puissance itf'^ relativement à Téqu il ibre qu*on veut 

n h 

obtenir. Cette valeur -^ M ^ ou — — P est donc celle que doit avoir 

r %jrr 

le moteur Af^ agissant à une distance r de Taxe de la vis, pour faire 

équilibre au poids Pj et les conditions de cet équilibre sont exprimées 

par l'équation 

« ilf est à P comme la hauteur h du pas de vis est à la circonférence 
<c décrite du rayon r ^ longueur du bras de levier du moteur M. » 

599. Supposons que, par une cause quelconque, le poids P et la vis 
montent ou descendent d'une hauteur J<h{Ji étant un nombre abstrait 
quelconque )j le point d'application du moteur M décrira, dans le sens 
horizontal, un arc dont la valeur angulaire sera a:rÂr et la longueur ab- 
solue ^:nrkr, (Il faut observer que ce point d'application pourrait être 
sur une corde , qui aurait une partie de sa longueur enroulée autour 
d'une poulie concentrique à l'arbre de la vis et dont le rayon serait = r^ 
la direction de M demeurant toujours tangente à la circonférence de la 
poulie) or l'équation déduite du principe des vitesses virtuelles et ap- 
pliquée à des espaces finis parcourus par les points (^'applications des 
puissances, donne ^trhrM — hhP =^0 3 conditions d'équilibre iden- 
tiques avec celles qui ont été assignées dans l'article précédent. 

600. 11 résulte de ces conditions que le moteur M a d'autant, plus 
d'avantage pour tenir le poids P en équilibre, que la hauteur h du pas 
de vis est plus petite; mais cet avantage s'acquiert aux déperis-dç la 
solidité et de la durée de la machine , parce que, pour un arbre de vis 
d'un diamètre donné et sur une longueur déterminée de cet arbre, on 
ne peut S€rrer\ç% pas devis, c'est-à-dire multiplier le nombre des filets, 
qu'en diminuant leurs forces. 

Voici cependant un moyen de donner au moteur un avantage indé - 
fini pour faire équilibre aune résistance, en employant des filets de vis 
de dimensions arbitraires. 
Fig. 40 AB et CD sont deux montants immobiles au;xquels l'écrou fixe E est 
attaché. Un autre écrou e peut se mouvoir entre ces deux montants, et 
on le guide en pratiquant des raînures le long de AB et CD^ dans les- 
quelles coulent des tenons taillés sur les flancs de e. 
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On a taillé , sur Tarbre de la vis VV^ ^^ff^^ 4>^ ^^^^ P^s de vis 
différents, dont Tun convient à l'écrou fixe E j et Tautre à l'écrou mo- 
bile Cy et d'après cette disposition si on tourne lavis dans un sens ou 
dans l'autre, le poids P (la vis étant supposée verticale) suspendu à 
l'écrou mobile c, par les brides, ou liens quelconques, mn et m' n' ^ 
aura le même mouvement vertical que si la vis n'avait qu'un seul filet 
dont la longueur Aç pas serait égale à la différence entre les longueurs 
de pas des deux vis taillées sur l'arbre W^ et les conditions de l'équi- 
libre sont les mêmes que si ce filet unique existait réellement. 

Voilà donc l'énergie de la machine, pour tenir un poids en équilibre, 
rendue d'autant plus grande que la diff'érence entre deux longueurs de 
^pas de vis est plus petite, et comme, en donnant aux filets de chacune 
de ces vis une grosseur et une solidité arbitraires , la différence entre 
\çurs pas peut être rendue aussi petite qu'on veut, la condition demandée 
se trouve ainsi remplie. 

J'ai eu l'idée de l'emploi d'un arbre de vis k deux filets, comme celui 
que je viens de décrire, en m'occupant de la perfection des micromètres 
astronomiques auxquels j'ai appliqué cette idée avec tout le succès dé- 
sirable. On peut consulter, pour de plus amples détails, une note que 
î'ai publiée dans un des derniers volumes de la Connaissance des temps 
et le Traité des machines de MM. Betancourt et Lanz« 

Des systèmes de roves dentées et de pignons. Cetnment les conditions d'équi* 
libre de ces systèmes vérifient le principe des vitesses virtuelles. 

601. La théorie géométrique des engrenages , celle de la forme des 
dents des roues et des ailes des pignons se trouvant comprise dans les 
leçons de géométrie descriptive que reçoivent les élèves Je supprimerai , 
pour abréger, tous les détails relatifs à ces divers objets d'étude. . 

La figure 41 représente un système àe pignons et de rones dentées ^îg. 41 
par le moyen duquel un moteur M fait équilibre à un poids P. Le mo- 
teur M est appliqué tangentiellement à la circonférence d'une roue qui 
n'est pas dentée, faisant la fonction de poulie, et portant k son centre, 
le premier pignon. Ce pignon s'engrène dans la première roue dentée 
qui porte à son centre , un deuxième pignon lequel s'engrène dans une 
seconde roue dentée portant, à son centre, un troisième pignon, et ainsi 
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de suite. Le poids P est suspendu à une corde enroulée sur un cylindre 
fixé et concentrique à la dernière roue dentée. 

Tous les axes de rotation sont fixes, parallèles entr'eux et conipris dans 
un même plan horizontal. Il s'agit de trouver les conditions de l'équilibre 
entre M et P. 

60a.. Je désigne par m le rayon de la roue sans denture , ou poulie , 
k laquelle la direction de M est tangente , et par p le rayon de l'arbre 
3ur lequel s'enroule la corde à laquelle le poids P est suspendu ; m et 
p étant, conformément à l'observation de l'art. 696, mesurés depuis les 
axes de la poulie et du cylindre, jusqu'à l'axe de la corde. 

Je nomme r^^ f" ^ r"' ^ etc., les rayons respectifs de la i«", delà a®, 
de la 3« , etc. roae dentée ; çf ^ çf' ^ ç'" ^ etc. les rayons respectifs du 
i«' , i« , 3« , etc. pignon. Ces rayons sont ceux qu'on appelle rayons 
moyens dont les rapports, entr'eux, représentent les rapports de nombre 
de dents des roues, ou des nombres à^ ailes des pignons. 

Soit, de plus, k' la pression qu'exercent Tune sur l'autre, dans le 
cas de l'équilibre du système, l'aile du premier pignon et la dent de la 
première roue qui se trouvent en contact , pression qui a lieu sur le point 
où les extrémités des rayons moyens çf et / se rencontrent, et dési- 
gnons par V y k"^' y etc. les pressions correspondantes du a« pignon sûr 
la 2« roue dentée , du 3^ pignon sur la 3« roue dentée , etc, , on aura 
)e$ équations succejssives , 



,<n - i) /f (n — = ^(n) /^(n) 

n est le nombre des roues dentées égal à celui des pignons ; Cn) et (»- 
^ont des numéros d'accentuation. 

6o3. On déduit, de ces équations, l'expression suivante de la tQondi- 
lion d'équilibre. 

Mmï^f^r"' . . . r(J^) = Pp(>'p"p'" . . . V^) 

•dans laquelle on peut , aux rayons moyens f' y r" y f'" y etc. , ç' y çf' , 
ff" y etc. substituer , respectivement , les nombres des dents des roues 
et les nombres des ailes des pignons. 
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604. Supposons que le système se dérange de la situation d'équilibre 
de manière que la roue , sans denture , ou poulie , à laquelle la direc* 
tion du moteur est tangente tourne d'une quantité angulaire finie ^^ les 
angles respectifs décrits par les i'«, a^ , 3« , etc. et n^ roues denfiéea 
seront 

/)/ 
I". roue dentée . . . -^^ 

^' ^--St-^ 






f' ' f" ' f' 



7/ 



* 



Les espaces absolus parcourus par les points d'application de M €t 

r p' p" pM \ 

de P seront donc ^m et ( -^- . ~77- ..... v j I ^pj or on 

déduit du principe des vitesses virtuelles appliqué au cas où les espaces 
correspondants parcourus par les points d'application des forces sont 
finis, l'équation 

identique avec celle de l'article précédent, en divisant par ^. 
Observations générales sur \e frottement et V adhérence. 

6o5. Lorsqu'un moteur et une résistance sont en équilibre sur une 
machine, dans l'état où j*ai considéré, jusqu'à présent, cette espèce de 
système, si l'intensité de l'un ou de l'autre vient à varier d'une quantité 
indéfiniment petite, l'équilibre est nécessairement rompu. Mais cette 
manière d'envisager l'équilibre des machines est purement idéale, et, 
dans l'état réel et physique des choses , le moteur ou la résistance 
peuvent varier, dans certaines limites, sans que l'équilibre ou plutôt 
Vétaù de repos de la machine cesse d'avoir lieu. 

Ainsi R étant une résistance et M un moteur qui , sur une machine 
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donnée, vérifient les équations par lesquelles j*ai exprimé, jusqu'à pré- 
sent , les conditions abstraites de l'équilibre de cette machine, le moteur 
M n'est pas physiquement prêt à mettre la machine en mouvement 
comme il semblerait qu'on peut le conclure de la théorie exposée dans 
cette section et dans la précédente; il faut, pour qu'il arrive à ce point, 
que son intensité s'accroisse d'une certaine quantité a^ et la machiie 
restera dans l'état d'équilibre ou de repos sous tous les efforts exercés 
au point d'application du moteur , dont les valeurs seront plus grandes 
que M et plus petites que M + fi. 

606. Cet état de repos n^a pas lieu seulement pour les accroissements 
de Mj depuis ikf jusqu'à M + fij mais encore pour ses diminutions 
depuis M jusqu'à M — ^'^ ensorte qu'une machine étant donnée, si on 
a une résistance R et un moteur Mj d'intensités telles que ces puissances 
appliquées à la machine, satisfassent aux conditions d'équilibre assi- 
gnées jusqu'à présent, l'état de repos de la machine subsistera tant que 
la valeur de l'effort exercé au point d'application du moteur sera plus 
grande que M — ^ et plus petite que M + fjtj la variation totale, entre 
ces deux limites, est fi +fjL^ j les quantités fi et ^' sont, en général, 
différentes l'une de l'autre. A la première limite le moteur est prêt à céder 
à la résistance ; à la seconde la résistance est prête à céder au moteur. 

607. On ne peut appliquer le principe des vitesses virtuelles à cet 
état de choses que d'une manière hypothétique. Si l'une des deux forces 
M et R est prête à céder à l'autre, ou si M a atteint l'une des deux 
limites dont j'ai parlé dans l'article précédent, on supposera R aug- 
menté ou diminué, respectivement, d'une quantité p ou d'une quan- 
tité ^'^ satisfaisant avec //^ ou ayec ^'^ aux conditions de l'équilibre 
indépendantes du frottement et de l'adhérence, et, faisant alors abstrac- 
tion des circonstances physiques auxquelles sont dues les variations fi 
et fi^j on aura les combinaisons de forces M+fjt^ R + fJ ^J^+f^^j R'\'(^'^ 
dont chacune vérifiera le principe des vitesses virtuelles. 

608. Ces variations dont l'effort du moteur est susceptible depuis 
l'état où il est prêt à être vaincu par la résistance jusqu'à celui où il 
est prêt à la surmonter, sont dues à certaines résistances particulières, 
qu'on peut atténuer plus ou moins , mais qui résultent nécessairement 
de la composition matérielle de toute machine, et dont la plus consi- 
dérable e§t , en général , Xçfrotte/nçnt. 

Si 
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Si un corps pesant est supporté par un plan horizontal , l'effort pa- 
rallèle à ce plan, qu'il faut exercer pour faire glisser ce corps sur le même 
plan est dû, uniquement, à la résistance dont je viens de parler , en 
même temps qu'il en donne la mesure; on sait que, sans \ç frottement^ 
le corps céderait à l'effort le plus léger. 

Une résistance de même nature se manifeste toujours, tant lorsqu'on 
fait glisser deux surfaces l'une sur l'autre , que lorsqu'on exerce simple- 
ment un effort tendant à produire le même effet pourvu qu'il y ait preS' 
s ion entre ces deux surfaces. 

609. Toutes les machines, destinées au mouvement, doivent être cons- 
truites de manière à diminuer le frottement autant qu'il est possible , 
et c'est là une des qualités essentielles qu'il faut leur procurer. Cepen* 
dant il y a une infînité de cas où la mécanique pratique tire un parti 
très-avantageux à\xfrollement. On l'a employé pour remplacer les en- 
grenages, il assure l'effet des^e//i^ employés pour modérer ou arrêter, 
à volonté, le mouvement, et contribue beaucoup à celui des machines, 
dont la classe est très-nombreuse, qui n'ont pour ohjet que de tenir une 
résistance en équilibre, Dans plusieurs circonstances cet effet est pro-^ 
duit par le frottement seul , et je citerai» en exemple , les cordes dont 
un petit nombre de tours, sur des cylindres, suffit pour résister à une 
tension énorme. L'accord des cordes des instruments de musique ne se 
maintient pas par d'autres moyens. 

Sans le frottement, la ni^rche des hommes et celle des animaux serait 
on ne peut pas plus difficile et peu stable ; c'est lui qui rend possible 
l'usage que nous faisons, pour des besoins qui se répètent à chaque ins- 
tant , de divers instruments qu'il faut tenir dans les mains et qui s'en 
échaperaient sans cesse, si le frottement ne les retenait pas quand on les 
tient serrés, 

610. Le frottement, dans l'acception que je viens de donner à ce mot, 
est Si^^eWé frottement de la première espèce ^ et on en distingue un 
a^tre, qui s'appelle j6o//e^^/i/ de la deuxième espèce j celte dernière 
résistance est celle qu'éprouvent , dans leurs mouvements , les corps qui 
roulent sur des plans ou sur des surfaces quelconques , eh les pressant 
avec la condition que les points pu les lignes de contact ne font qu'ap- 
puyer sur les surfaces , sans glissement. 

Les pertes de forces, dues au frottement de la sfi espèce, sontinfinî- 
I • 36 
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ment moindres que celles qui résultent du frottement de la i^« espèce, 
et on en tient rarement compte dans le calcul de l'effet des machines. 

6 1 1. Il est une autre espèce de résisiance j dans le jeu des machines, 
due aux contacts des surfaces , mais indépendante , en général , de la près* 
sion , c'est V adhérence. Cette résistance peut être très-forte lorsque les 
surfaces ont été long-temps en contact et sans mouvement , mais si elle 
est une fois surmontée , et que le mouvement de la machine se continue , 
elle diminue considérablement d'intensité et devient souvent insensible. 
Je l'introduirai cependant, avec la résistance du frottement, dans les ques- 
tions d'équilibre que j'aurai bientôt à résoudre et dont les solutions se- 
ront suivies de quelques détails sur d'autnes résistances occasionnées par 
la raideur des cordes et des chaînes. 

Merare du frottcBient et de l'adhérence. 

6 12. J'ai dit que la résisiance due au frottement n'avait lieu qu'au- 
tant que les surfaces en contact étaient pressées l'une contre l'autre , et 
l'expérience a appris qu'elle était sensiblement proportionnelle à la pres- 
sion normale. On peut, daas la pratique, n'avoir aucun égard auxjano- 
malies , peu considérables, que souf&e cette loi. 

6i3. Parmi les difierents moyens de s'assurer, par le fait, de la vérité 
de ces propositions, on en peut distinguer deux; par l'un de ces moyens 
que j'ai décrit, fort en détail , dans mon Atchitecture hydraulique y 
(art. 1090 et suiv.) où j'ai donné la description et les dessins des ap- 
pareils , on évalue immédiatement les forces horizontales qui peuvent 
faire glisser, sur un plan horizontal, un eorps d'un poids donné. 

Ce premier moyen a fait connaître que les 6>rces capables de faire 
équilibre au frottement du corps étaient proportionnelles au poids de- 
ce corps , et par conséquent & la pression normale sur le plan qui le 
supportait. 

614. On a aussi conclu , des mêmes expériences, que le frottement 
était indiépendant de la grandeur de la surface de contact, pourvu cepen- 
dant qu'on ne la diminuât pas jusqu'à en faire un arrête, ou une pointe, 
capable de pénétrer le corps sur lequel elle devait glisser. 

61 5. Le second moyen d'évaluer le frottement a l'avantage de la sim- 
plicité et de la commodité de l'appareil, et on en déduit une expression 
analytique qui sera bientôt utilement employée, 
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Soit un corps , dont le poids =P^ posé sur un plan , et concevons 
qu'on incline graduellement ce plan jusqu'à ce que le corps P soit prêt 
à glisser et à descendre. Désignant, par ^^ l'angle que le plan fait, alors, 
avec l'horizon , on a deux composantes de P^ l'une P cos, ^j égale k 
la pression normale exercée sur le plan, l'autre P sin. ip qui agît paral- 
lèlement au plan et tend à faire descendre le corps. Or puisque P n'est 
retenu sur ce plan, depuis sa position horizontale jusqu'à son inclinai- 
son ^ j que par le frottement , et que P sin. ^ est la seule force agis- 
sant contre cette résistance , on est assuré, lorsque P est prêt à glisser 
(c'est-à-dire lorsque le plus léger effort peut déterminer son mouvement) , 
que P sin. ^ a atteint une valeur précisément égale à celle du frottement; 
P sin. ^ est donc la mesure de l'intensité de cette résistance , et peut 
être introduite, comme telle, dans le calcpl de l'équilibre du corps sur 
le plan incliné. 

6i6. Le rapport entre le frottement Psin. p et la pression normale 

P COS. ^^ a pour valeur ^ ^ ^ ^" ^^S* ^J ^^^^ ^^ rapport de 1^ 

hauteur du plan incliné à sa base. 

617. Posons ensuite sur la surface, qui a servi à évaluer le frottement 
de P^ un autre corps de même nature, et du même degré de poli, sur 
sa surface , que ce corps P ^ et dont le poids = P^j soit ^' l'angle sous 
lequel P' est prêt à glisser, son frottement sera P' sin. ^' et le rapport 
du frottement à la pression normale aura pour valeur tang. <p\ Or on a 
trouvé, par expérience , que , même dans les cas où les poids P et P'^ 
et les étendues de leurs surfaces de contact différaient beaucoup , les 
angles # et ^' étaient à peu près les mêmes. Oji a donc tang. ^ = tang. ^% 

,, , , Psin*^ P'çin;^' 

d'où on conclut-;; — -^ =: -^, -^ , et 

P cos. <p P' cos. ip 

P rin. ^ : P' sin. ^' :: P cos. (p : P' cos. ^' 
Led frottements P sin. tp et P' sin. ^'^ sont entr'eux comme les près-* 
sions normales P cos. <p et P^ cos. ^^ 

618. L'ûngle (p s'appelle angie dufrottement^X, d*après ce qui pré*, 
cède, en multipliant par la tangente de cet angle une pression normale 
N'y on a la résistance du frottement N tang. ^ qui a lieu dans le sens de 
la surface sur laquelle la pression s'exerce , ^ étant Tangle du frotte - 
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ment qui convient aux deux corps en contact et à Pétat des surfaces par 
lesquelles ils se pressent. 

619. Il est essentielle d'avoir égard à la condition posée à la fin de l'ar- 
ticle précédent, lorsqu'on veut faire des calculs exacts sur l'effet des ma- 
chines. L'angle ^ ^ ou le rapport tang. ^ j constant pour les mêmes corps 
et le même état de leurs surfaces de contact , varie considérablement 
lorsque ces surfaces sont plus ou moins polies, lorsqu'elles sont, ou non 
enduites et que les enduits sont plus ou moins frais , lorsqu'on fait glisser 
deux pièces de bois , l'une sur l'autre , à fils parallèles ou à fils croisés, etc. 
à parité de ces diverses circonstances , l'angle ^ varie encore avec les 
matières en contact , surtout lorsque les surfaces ne sont pas enduites. 
Des corps de différentes matières donnent, en général , moins de frot- 
tement que des corps de même matière çtc. etc. 

J'ai traité ce sujet fort en détail dans mon Architecture hydraulique, 
tome I , depuis l'art. 1089 jusqu'à l'art. 1208; j'y ai donné, avec la des- 
cription des expériences , des tableaux très-étendus de leurs résultats. 

6âo. La résistance due à V adhérence , n'est pas susceptible, pour le 
calcul de l'effet des machines , d'une évaluation fort exacte. J'ai déjà 
fait observer que cette résistance dépendait du temps pendant lequel les 
corps adhérents avaient été en contact dans Kétat de repos , et qu'elle 
s'atténuait considérablement dans les machines en mouvement ; c'est donc 
principalement dans le passage du repos au mouvement que son effet a 
lieu ; cet effet peut presque toujours être regardé comme momentané, 
et comme devenant d'autant plus faible que le service de la machine 
est moins interrompu. 

6%\. A étant la force nécessaire pour surmonter l'adhérence, c'est- 
à-dire pour séparer deux corps adhérents sur l'unité de surface , et E 
la valeur effective de la surface adhérente , j'introduirai, dans l'analyse, 
le produit AE ^ que je désignerai par A^ pour représenter la résistance 
due à l'adhérence sur la surface totale E. Je ferai ainsi l'adhérence pro- 
portionnelle à la surface de contact ; je supposerai , de plus , qu'elle 
résiste également dans tous les sens et qu'elle est indépendante de la 
pression; par tous ces caractères, elle diffère essentiellement de la résis- 
tance due au frottement. 

En faisant ainsi l'adhérence indépendante de la pression , quant à ses 
effets mécaniques , on fait abstraction des moyens par lesquels on peut, 
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la produire y dans certains cas, on a dest exemples d'adhérences due? à de 
fortes pressions ou à des percussions » maig comme ces adhéreiiçesl sub- 
sistent après que les corps çnt été pressés ou frappés, elles sont alors 
soumises aux lois ci-dessus assignées. D'ailleurs ces cas d'adhérence ne 
se rencontrent pas dans les questions relatives au calcul des machines. 

De l'équilibre, sur le pUn incliné , en ayant égard axt/rQÙemerré et à Vadhénehcè^ 

622. Un corps pesant , dont le poids = Pj est posé sur un plan incliné 
et une puissance M agissant dans un plan vertical perpendiculaire k ce 
plan incliné, est destiné à faire équilibre au poids Pj il s'agit de dé- 
terminer les conditions de cet équilibre , en ayant égard au frottement 
et à l'adhérence. 

La question, ainsi posée, est plus générale qu'elle ne le semble d'abord, 
le poids P représente une puissance quelconque , dont la direction se- 
rait perpendiculaire à la base horizontale du plan incliné, et les solu- 
tions relatives aux cas oii cette circonstance n*au rai t pas lieu, se dédui- 
ront aisément , par les théorèmes connus de la trigonométrie élémen- 
taire , des formules que je vais donner. 

Le corj)S.pose sur le plan incliné, sera censé être un plan matériel 
vertical et perpendiculaire à ce plan incliné , et je supposerai , pour 
simplifier, que, d'après sa position, sa forme, et les directions des forces 
qui agïssent sur lui, il n'a aucune tendance au. mouvement de rotation. 

628. Soient maintenant i/' et c? les angles respectifs que formant avec 
la verticale, la longueur du plan incliné etla direction de M ^ € l'angle 
que font entr'elles cette longueur et cet^te direction , f la tangente de 
l'angle ^ du frottement , et K l'adhérence sur la surface totale de contact, 
ou le produit jdfJB de* cette surface £ par l'adhérence^ sur* l'unité de 
surface..-. i. .*î ' > . ' • ,.i '.•,'. • 

Il faut ; d'après-cé qui a été dit précédemment, djstin^er deux des- 
tinations que M peut avoir, dans l'hypothèse de l'équilibre , et. qui sont, 
l'une d'exercer sur le corps» P ^. un, effort tel que le moindre effort ad- 
ditionnel occasionnerait spn ascension^ l'autre d'empêcher, simplement; 
la descente de P en profitant du frottement et de l'adh^rfncçi L'analyse 
suivante s'applique également à l'une et à l'autre destination; les résis- 
tances/^^ ^^^ y sergpt considérées, -^ans les cas limites dpnf je viens 
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de parler , comme des puissances actives dirigées , suivant la longueur 
du plan incliné, ayant le sens de leurs actions du sommet à la base, ou 
de la base au sommet, suivant qu'on voudra établir le calcul d'après le 
premier ou d'après le second de ces deux cas. 

Si , de plus, on considère N comme une puissance qui tend à écarter 
le corps du plan incliné, on pourra regarder ce corps comme libre ^ et les 
équations de son équilibre seront de même forme que celles de l'art. 7a. 

Voici les composantes qui doivent entrer dans les équations d'équi- 
libre , et qui sont : 

Dans le sens horizontal. Dans le sens vertical. 

M un, <ù M COS. & 

N cos: \f/ ' N sin. -ij/ 

fN sia. yp . fN cos. -^^ 

K sin. vf' K cos. yp 

P 
ITous les termes de chaque équation d'équilibre étant supposés dans 
un même membre, ceux! de ces termes, qui renferment M et P^ ont 
dés signes différents. iVcos. i/' et iV^sin. i^ doivent avoir, la première 
un signe différent de celui de Msin.&j et, la seconde, le même signe 
que M COS. 09 j enfin, les signes des termes qui renferment le frotement 
yTVet l'adhérence K doivent être, ou ne pas être, les mêmes que ceux 
des termes qui renferment Mj suivant que M aura, op n'aura pas, en 
s[a faveur, la résistance du frotement et de Vadhérence. 

6^4. On parvient, en ayant égard à ces diverees observations, aux 
équations' suivantes d'équilibre 

!M sin. co — iVcos. t^ Ip fN sin. }f/^l K sin. ^t = o 
Af Gos.é» + iV^çrn.V +/-^ cos. tA + Kco$,^ _ P = o 
Le signe supérieur a lieu lorsque M doit être prêt à l'emporter sur P^ 
et le signe inférieur a Ueu dans le cal éontriàire ainsi que je Taî expliqué 
plus haut. . ^ ' 

Éliminant i\^ on af rive à l'équatioti unique 

M$m. oi^K sin. ^ _ cos. \^ + /sin. ip 
(^) • • : p^Mcos:c^ + Kcos.\P ~ siri: \t Hp/cos. ^^ " 

62.5. Tirant /a valeur de M de l'équation (2) de Tart. précédent, n 
obsetvant que cû — ^î' est égal à l'ârigle ç fôVmé'par la dîrectiort de ^ 
et par la longueur du plan incliné, on s^ 



Digitized by 



Google 



Si:CT10N QUATRIÈME. ^87 

^^ P {cos. \p +y^sin,i^) +X 
COS. € ipysio. € 
cette équation qui, seule, assure l'équilibre, lorsqu'elle a lieu, s'obtient 
d'une manière simple et immédiate, en considérant que, puisque le 
.corps, d'après les conditions assignées, ne peut se mouvoiï^ que dans le 
sens de la longueur du plan incliné, il suffit, pour énoncer qu'il y a 
équilibre, de dire que la somme des composantes par^^elles à la lon- 
gueur du plan incliné est égale à zéro, ou qu'on a 

Jlf COS. € — Pco8.-ip ^/{Psin. \/^ + Msm.€) 4! K = o 
équation identique avec la précédente. J'aurais pu substituer la marche 
de raisonnement et d'analyse que je viens d'indiquer à celle des deux 
articles précédents, s'il n'était pas utile de multiplier les exemples des 
applications des méthodes et des formuler générales j d^ailleurs l'équa^ 
tion (2) de l'article précédent, qui se déduit directement des équations 
(i) du même article, a, sous la forme que Je vais lui donner des appli- 
cations fort importantes. 

626. Substituant, dans cette éguatio^ {%) dont je viens de parler, 

sin. ô 
pour y^ sa valeur tang. ^ ou ^r- j le 2^ membre devient égal à 

cotang. ( ^ 4; ^ ) et on a 

P — Mcos. G?+XC0S. \i' , . — . , 

et la valeur de M prend la forme 

P±K\cos.4' + sin. \P tang. (\^ + .^) | 
^ ' COS. cj + sm. Ci} tang. ( \t -|- ^ ) 

On peut arriver à cette valeur en partant de l'équation de l'art. 6^5, 
mais moins simplement qij'en la déduisant de l'équation (2) de l'art. 624. 

627. Lorsque M est une puissance horizontale, on a « = complé- 
ment de ip j l'équation de l'art. 620 devient 

/,) ., , ^ j^^ P(cos.^P±fsm.^P)±K 

. sin. it 4- y COS. \p 
et l'équation (2) de l'art, précédent , donne , en observant que, dans 
le cas dont il s'agit ici , cos. r*? = 0, sin «7=1 

(2) . . . . M— ^ ^ ^ ^ ^Q^' ^ + ^'"-j ^^"g- (^ + ^) { 

tang. (\:-f^) 
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Déterminations des limites entre lesquelles la valeur du moteur peut varier , eu 
égard au frottement et à l'adhérence , sans que l'état de repos du corps cesse 
d'avoir lieu sur le plan incliné. 

• 628. On détermine aisément, par les équations des articles précédent» , 
les variations de la valeur de M entre les limites dont j'ai parlé, article 
6o5 et suivants , et on trouve que depuis la limite inférieure , celle où 
il/ se trouve prêt à céder au poids Pj jusqu'à la limite supérieure, celle 
où le poids P se trouve prêt à céder au mptçur M^ la variation totale 
est , pour le cas de l'art, éaô , 

^{fPs\ii.G>+Kcos.€) 
COS.? € —f^ sin.^ e ^ 

et pour le cas de l'article Saj 

2.(fP + Ks\n.-iP) 
'sin.^'\t— jT^cos.^^î' ' 
La valeur minimum de Mj celle qui convient à la limite inférieure; 
peat être augmentée de totite quantité plus petite que Tune pu l'autre 
de ces variations (suivant le pas que l'on cppsidère) sans que le corps P 
sorte de l'état de repos. 

6^9. Dans le cas général de l'art. 6^5, la variation fotale de Mj à par- 

GOS ^ 

tir de la valeur 3/ = —— — Pj qui convient à l'équilibre, abstraction 
COS. f * 

faite du frottement et de l'adhérence, est du côté de la limite supérieure^ 

Py sîn. a? + K COS. f' 
COS. € (cos. € — -ysin. e) 

Qt du côté de la limite inférieure 

Pfsm. cû + K COS. € 
cos. € (œs. f +y*sin. e) 
Le cas de Particle 627 donne , du côté de la limite supérieure , 

P/+ K sin. \p. 
sin. -ip (siri. 1^— ycos. -ip) 
et du côté de la limite inférieure, 

P/+Xsin. \^ 



sin, ip (sin. ^ip +y*cos. t/') 



On 
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On voit que la valeur de M y convenable au cas où on fait abstraction 
du frottement et de Tadhérence, n*est pas, en général, ainsi que j'en ai 
prévenu art. 606, moyenne arithmétique entre ses valeurs limites. 

63o. Ces déterminations et ces remarques sont curieuses et peuvent étrd 
appliquées utilement dans plusieurs circoristances. Au reste, les coilsidé- 
rations générales, auxquelles toute la théorie des limites des forces M et 
P se trouve liée , sont susceptibles d'être présentées d'une manière directe 
et fort simple. 

Soit le plan incliné BC sur lequel le corps pesant P est posé en T ^ pjg, ^j' 
TT étant la direction et le sens d'action de la pesanteur, et MT la direc- 
tion et le sens d'action de la puissance M. J'élève la perpendiculaire 
TK sur BCj dans le plan MTP ^ et je mène, dans le même plan, les 
lignes TF et TP faisant^ chacune^ avec TK un angle égal à l'angle p 
idu frottement. Soit Ç STla direction de la résultante de M et de Pj le» 
directions des deux composantes étant supposées constantes, la direction 
de QT lit peut varier que par les changements d'intensités de M et de 
Pj or si on suppose, d'abprd, que Ç T se confonde avec KT^oa aura 
le cas de l'équilibre sans frottement; introduisant ensuite le frottement 
-(je suppose, pour simplifier, que l'adhérence est nulle) et augmentant 
la valeur de M^ convenable au cas d'équilibre dont je viens de parler, 
jOU diminuant celle de P^ qui convient au même cas ,. la ligne QT se 
mouvra dans l'angle K TM^ en tournant autour du point T^ et il y 
aura repos, du système jusqu'à ce que QT se confonde avec FTj alors 
la force M sera prête à mettre le corps P en mouvement dans le sens 
TCj et l'y mettra réellement, si par une nouvelle augmentation de son 
intensité , ou une diminution de Pj on fait passer la direction de QT 
dans l'angle F rfi. 

Si , à partir de la coïncidence de X 7" et de QT et des valeurs de P 
et M qui ont lieu lorsque cette coïncidence existe, on eut augmenté Pf 
ou diminué M^ le mouvement dé la ligne Ç T aurait eu lieu dans l'angle 
PTKy l'état de repos du corps aurait subsisté jusqu'à la coïncidence 
ûeQTet de PT^ et lorsque Q Tserait entré dans Tangle PTC le poid^ 
aurait commencé à se mouvoir dans le sens TB. 

Ainsi , en résumé, Pétat de repos a lieu tant que la direction Q T^ de 
}a résultante de M et de P, se trouve dans l'angle PTF^ et le moure^ 

.37 
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merit est produit dans le sens TC ou dans le sens TB ^ suivant que la 
direction ÇT passe dans l'angle FTB ou dans Taiigle F^TC. 

De la direction la plus ayaDtageuire à donner à une ft)reè qui doit , on faire 
monter un poids le long d'un plah incliné , ou sipiplçment empêch&r sa 
descente. 

63i. La valeur de Mj donnée art. 626 , contient l'angle e formé par 
la direction de Met par la longueur du plan incliné, qu'on peut déter- 
miner de manière que M soit un minimum. 

Faisant donc — -, — = o on trouvé 
de 

— sih. € +jfcos. e=^Oj d'où , tang. e = ^IjT 

Ge VéWltàt rious àpjii^nd (jui^oh émployél^ le moteur avet le plus grand 
•ivaiîtàge ^ossîbte , lortqu^on lUi donnera une direction faisant , avec là 
longueur du plan incliné , un arigte éjgal à l'ahgié dU frottement , et 
«uîvaht qu'il devra surmonter te frotfértt'enk et l'adhérence, ou s'en aider-, 
son adtîon aura lieu dàris \m ^ehs tel qu'il tende, en iVïême temps, à faire 
Monter le corps le long du p\aA iWclitté ou à le soulév* aû-de$stas de 
ce plan , ou à le presser contré ce hi^êine plan. 

632. On à, pour la valèàr ftiiMmum 'de Mj résiUtat de là détehft inac- 
tion précédente, 

les signes supérieur et inférieur conviennent respectivement au i«' et au 
2« emploi k faire clu moteur, expKqués dans l'art, précédent. 

633. Lia différence entre les deux valeurs minima que je viens de dé- 
terminer est égale à 

684. P6«ir 'comparer ces résultats avec ceux qu'on obtiendrait en don- 
nant à ilf une directiott parallèle au ^lart incliné, direction qui, aupre- 
ftiiCr coup d'ceil , pdurrait sembler la plus favorable, il faut, dans l'équa- 
tion de l'art. 6^5 , faii'e e == o ,,ce qui donne 

Jlf =P (cos. ^ ±/sin. \^)±K 
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valeur qui est tQujoui^ plus grande que celle de Tart. 63a puisqu'on a 

635. On peut remarquer que , dans cette hypothèse particulière du 

paraHéJisme cpjtre 1^ dir^ciipn j]e J4 .^t ^ j^."§^W ^^ P!^^ iP9l^*î?^(^ ¥ 
valeur de 3f convenable, pour l'équilibre, au cas où on fait a)^^tract|^ 
du frottement et de l'adhérence, jest moyenne arithmétique entre la plus 
grande et la plus petite valeur flue 3f peut prendre, lorsque le frotte- 
ment a lieu^ san3 que l'état de repos du sy^têipe soit troyljl.é. ]La yari|a- 
tion , du côté de chaque limite, est, art. 629, égale à Pfsxn. o +-K^ 
la variation çntre les deux limites e^t, ^rt. ^^^t ^ (Pf^in. a> -f £) 

De la résistance due au frottement d'une corde qui s'ear^ule sur un pyljndre. 

636. J'ai parlé, art. 699 de la grande résistance que pouvait opposer, 
par son frottement , une corde enroulée , d'un petit nombre de tours , 
6ur un cylindre; ij est hon de faire yoir la conformée de jâi théori/e avec 
cette vérité d'expérience. ^ - ' . .r 

Soit un cylindre immobile , que je supposerai , pour fixer les idées , 
mis dans une position horizQintale ; ^ne puissance M est applic^uée à 
l'extrémité d'une corde qui , après avoir fait un certain nombre de tours 
«ur le cylindre , tie^t suspqndu , ^ ^c^a autre .exjtjréjojiité , .unpç^ids P au- 
quel M doit faire équilibre , ep profitant , ppur f^Jlégier son efl[br.t , da 
frottement de la corde sur le, cylindre, ^iia^^i P doit «être prêt ^ ^t\rn)on- 
ter M plus 1^ résistance .due au firq^teoient. 

Soient a la longueur de Ifi.cqrde enrq^lée, depuis Je premier point 
où cette corde touche le cylindre, ^\j,c;9té. de ^^j pp^çt qui^c^t l'origin/e 
de aj jusqu'à un point que]cqqque 4e Ja pf^rtie q^rqulée ; T la tejosjqp 
de la corde à. ce dernier point ; p ,la. sonçme de,s ^pi^qssions .qui ont lie^i 
«ur les arcs élémentaires da^ dans toute l'éteodue de aj r le raypn d^ 
cylindre. 

Le poids P étant prêt à surmonter M et le frottement, il est évident 
que la tension r^ à l'extrémité de a^ doit faire équilibre au frottement, 
sur la longueur entière. de a^ plus à Ja force M^ ce qui donne, jT étant 
comme ci-dessus le rs^pport dp frottement à la pression» 

(0 Tr==fp+M. 

Ensuite il résulte de la tension r^ qui a lieu dans le sens de l'élément 
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de courbe da^ une pression normale sur cet élément , égale au produit 

de r par le çinus de l'angle de contact ou par ^ et cette pression. 

Sur da^ est la différentielle de la somme des pressions sur l'arc enfier a^ 

on a donc 

, V * * Tdo 

(^) • • V dp=—^ 

différentiant l'équation ( i ) et éliminant dp entre cette équation diflfé- 

,,, . y V dt xda ,, , 
rentiée et i oquation (a), on trouve — ~ =3= ;, d ou 

■ (3) ^ = :/^, etlog.r=^ + a 

T r r 

' On a en même teinps a=o et r= Af, d'où C=log. Mj et là tension; 

•à i|n ppinf quelconque., se calcuje par l'équation, log» I -rj I = ^ 

de laquelle on déduit, en passant des logarithmes aux nombres^ 

fa 

(4) T=Mc'' 

e est le nombre dont le logarithme naturel =1; on a* e=: 2,71^828 et 
lé logarithkne vulgaire de 6^=0,43429448. 

' On voit, par l'équatîori (4) que les longueurs a croissant en progres- 
sion arithmétique, les tensions r croissent en progression géométrique. 
687. Pour connaître, d'après ces déterminations et ces valeurs, l'a- 
vantagé que M retire du ffottetnent de la corde, désignons par À la 
'longueur totale de sa'partieîettroiflée sur le cylindre, et observant qu'à 
l'extrémité de*.^^ dulcôté de' P^ la tension = Pj on a' d'après l'équation 
(4) de i*article précédent, ' i i- - 

/À n 

' P=iMc " . d'où M=P.^ ^' 

: Je suppose f^^\ (et il serait aisé de rendre cette ral^r encore plus 
forte, pour une corde de chanvre énrèulée sur du bois) et faisant suc- 
cessivement X égale au produit de là circoqférçncç décrite du rayon t 
par les nombres 7, i, 2, 3, etc., je forme la table suivante 
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Pour f tour M = o,35io6. P 

I tour M= o,i23ao. P 

atours M = o,oi5i9. P 

3 tours . Jkf = 0,00187. P 

4 tours M = 0,00023. P 

6 tours M = o.oooo^S.P 

etc. 
On voit que, pour un seul tour, TefTort M est déjà moindre que la 
8« partie du poids dont il doit empêcher la descente; cet effort diminue 
ensuite suivant une progression très-rapide, et, passé 4 ou 5 tours, M 
peut être considéré comme infiniment petit par rapport à P. 

Application de la théorie du plan incliné à la poussée des terres, en ayant égard 
au frottement et à la cohésion. 

638. J^ai publié, en 1804, un petit traité théorique et pratique sifr 
la poussée des terres ^ la forme et les dimensions des murs de re- 
vêtementy qui contient des théorèmes nouveaux au moyen desquels il 
m'a été possible de donner très -simplement l'analyse générale des pro- 
blêmes que ce sujet comporte, analyse qui, jusqu'alors, n'avait pas été 
donnée d'une manière aussi complète. Je vais déduire les propositions 
fondamentales de ma théorie de celles que j'ai précédemment démon- 
trées depuis l'art. 6o5 jusqu'à l'art 627. 

Soit AKFD une droite horisontale et ABCD la section, faite par Fîg. ^3 
un plan vertical, d'une masse de terre homogène, appuyée contre un 
plan vertical (représentée par la ligne AB^ auquel le plan ABCD est 
perpendiculaire , et qui est le parement intérieur d'un mur de rêvé - 
tement. La masse de terre ABCD peut se trouver dans deux états qu'il 
faut soigneusement distinguer, dont l'un répond au cas où les molécule^ 
qui la composent conserveraient, entr'elles , la cohésion qu'elles ac- 
quièrent après un certain temps de repos, et Tautre au cas où ces terres 
auraient été fraichement remuées. 

Si le premier cas a Heu et que, donnant à la verticaTe AB une hauteur 
suffisante, on suppose que les terres ne sont plus soutenues par le plan 
que cette verticale représente, une partie ABK de ces terres se séparera 
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de la partie KBCDj suivant une ligne de rupture BK^ et on a reconnu , 
par expérience, que cette ligne était sensiblement une ligne droite. 

Dans le second cas la suppression du plan représenté par AB occa - 
sionnera , quelque soit la hauteur \/4fiî^ Téboulement d'une masse de 
terre ^BF^ sur une ligne de séparation BF plus inclinée que BK et 
qui est, comme cette dernière, sensiblement une ligne droite, ce dont 
on s'est pareillement assuré par l'observatign. 

689. Les résistances surmontées par le poids des terres lorsque la 
rupture a lieu sur la ligne BK^ sppt la cohésion (qui peut, considérée 
sous le point de vue mécanique, être, à tous égards, assimilée à Vu- 
dhércnce) et \^ frottement, La première de ces deux résistances est 
détruite par le remuement des terres, lorsque la réparation a lieu sur 
la ligne BF^ et le frottement reste seul. 

L'angle FBC (BC étant une droite horizontaje), est donc V angle 
du frottement ) puisque, après l'ébouleinent du triangle FBA^X^ 
tendance que la pesanteur donne aux molécules , placées sur le talus 
FBj pour glisser dans le sens FB^ est détrjuîte par le frotten>ent. 

640. Considérant le* terres dans l'état de Cohésion et supposant que 
Je profil jiBB'A' a la stabilité nécessaire pour empêcher l'éboulement 
du triangle ABK, il est évident que si ce triangle, en conservant son 
poids, devenait un plan matériel de forme invariable, ayant sur jBAle 
même frottement et la même cohésion que les terres, il se tiendrait^ 
par lui -même en équilibre sur cette lijgne BJi^ et la ligne AB ne sup^ 
porterait aucun effort. Mais dans l'état réel des choses les terres tendent 
à couler sur toute ligne BG menée dans l'angle KBAj et si les masses 
ABG et GBÇD deyepaient parfaitement solides, la cohésion et le 
frottement naturels aux terres continuant d'avoir lieu sur la ligne -BG^ 
ices résistances ne seraient plus capables de retenir seules le triangle ' 
ABG sur cette ligne, et il faudrait, pour empêcher sa descente, leu|? 
réunir une force horizontale que je désigne par M. 

641. J'observe maintenant que, parmi les positions qu'on peut donr 
per au point G ^ sur l'horizontale J^A^ il y en a deux qui rendent nulle 
la force M et qui sont en K et en A j en effet, dans la preniière posi- 
tion la mas^e se soutient par le frottement et la cohésion , dans la se- 
conde la masse s'évanouît. Il y a donc une position de G^ entre A et K, 
qpi rend M un maximum , et cette plus grande valeur de M ^st celle 
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de l'effort horizontal que la verticale yiB a à supporter par la pression 
du profil des terres qu'elle soutient. 

642. La détermination importante, pour l'objet de recherche qui nous 
occupe, est donc celle du maximum de valeur de Mj et il faut d'abord 
trouver l'expression générale de cette valeur correspondante à un angle 
quelconque GBAj je vais la déduire de l'équation (2) de l'art. 6^7. 

M-^ -^"""-^ i COS. )Z^ + sin. \^ tang. {^I^ + <p)\ 
~ tang. ()/' + ^) 

je prends le signe inférieur partout où il y a un double signe, vu que 
par l'état de la question , les résistances dues à la cohésion et au frot- 
tement, doivent concourir avec M pour soutenir le triangle ABK sur 
la ligne i5X. 

D'après la notation convenue art. 6x5 et 62.3, on a angle FBC=(p^ 
angle GBA =^yj/ j faisant ensuite AB := h^ désignant par JTlc poids 
de l'unité de surface du profil ABCD et par k la cohésion sur l'unité 
de longueur, le poids du triangle ABG sera 7 H h^ tang. \i' = P^ et 

la cohésion, sur la longueur totale BG . sera ^ =^ ^* 

^ COS. s^ 

643. Ces valeurS) introduites dans l'équation (2) de l'article 627, la 
changent en 

M= _E-IL_J +/<'//tang.i^l 

2taiig.(^+^) \tang. (1^ + ^) ^ ^j 

644. Plaisant, dans l'équation de l'article précédent, -r-j- = 0, on a 

\ cos.^^ co^'^(^+ç) ) r i I "\^ 

~^ tai^.*(T^ + ^) V cos^iA""sin^ {'^•+<P)j^ 

1\ n*est pas diifïîcile d^ s'assurer qu'en faisant dans cette équation 
i/' = i- complément //e ^ ^ le terme multiplié par j- i7 A* et le terme 
multiplié par h s'évanouissent chacun en particulier ; ainsi nous voilà 
parvenus au théorème fort simple que j'ai donné,- le premier, dans mon 
traité, cité art. 638. « Le prisme de plus grande poussée des terres sou- 
« tetiues par lin plan vertical, est celui dont la face inclinée (la surface 
« des terres est supposée horizontale) fait, avec ce plan, «n angle égal 
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« à la moitié de celui que forme, avec le même plan, la ligne de talus 
« des terres fraichement remuées et dont la cohésion est détruite, v 

645. II est à remarquer que ce théorème donne , entre les angles 1^ 
et ^^ une relation entièrement indépendante de la cohésion. Pour 
mettre en évidence la compatibilité de cette propriété curieuse avec 
les applications à faire de l'analyse précédente^ J'ai déterminé dans 
mon traité, ci -dessus cité, la relation générale qui existe entre les 
angles KBA et FBA formés, respectivement, avec la verticale, par 

les lignes de talus des terres col^érentes et des terres fraichement re.- 
muées, et j'ai démontré que lorsque la hauteur AB excédait celle sur 
laquelle on peut fouiller, à pic, les terres cohérentes , sans qu'elles s*é- 
boulent, l'angle KBA qui , d'après mon analyse, dépend de la hauteur 
AB^ était toujours plus petit que l'angle FBA et plus grand que la 
moitié de cet angle. 

J'ai fait voir, de plus, que, lorsque la hauteur AB était égale à celle 
$ur laquelle on peut fouiller les terres à pic sans qu'elles s'éboulent, la 
même analyse donnait une valeur nulle de la poussée horizontale corres- 
pondante à l'angle sous lequel cette poujssée doit, en général , être un ' 
maximum, et qu'ainsi cette poussée était nulle, non seulement sous l'angle 
dont je viens de parler , mais sous tous les angles possibles , ce qui est 
d'ailleurs évident, d'après Fhypothèse sur laquelle on raisonne. 

646. On ne peut pas douter, pour peu qu'on soit accoutumé à saisir 
l'esprit du calcul et à interprêter l'analyse, que l'angle 4> ^ dont la rcr 
lation avec -J/ est donnée (dans le cas du maximum de M) par l'équa- 
tion it = T complément de ^ (art. 644), ne soit réellement l'angle du 
frottement ; introduisons ce demi-complément de ^ dans l'équation gé- 
nérale de l'art. 648, appliquée au cas où la cohésion étant détruite, le 
frottement serait la seule résistance au glissement des terres le long de 
la ligne de talus , et pour cela, faisons ^=z^:^ — r (je désigne par ^ 
la demi-circonférence dont le rayon = i ) et Â: =0, Téquation de l'art, 
cité deviendra 

M= y/Z/^Mang^:^ ^ jj j^^ ^ , _ ^. 

tang.(f^+i;-r) * f>^ h\ Yf 

la puissance horizontale ilf ^'évanouit lorsque \p = r ^ parceque r est 

l'angle formé par la ligne de talus et par la verticale, lorsque cette ligne 

jde talus est celle sur laquelle les molécules de terre se soutiennent par 

Je seul frottement. 

C'est 
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. Ci?st par ce raisonnement et par la marche d'analyse suivie dans let 
articles précédents qu'un géomètre du premier ordre, à^l'occasion. dtt 
quelques discussions auxquelles ma théorie a donné Jieu^ a pris la peine 
de vérifier mes résultats qu'il a trouvés parfaitement exacts à tous égafcds. 
. 647. En exprimant M par une fonction déduite des formes des mure 
de revêtement et employant convenablement, le théorème de l'art, 644, 
on obtient toutes les. déterminations dont les comstructieUrs ont besoin* 
Ces détails doivent être étudiés dans l'ouvrage même ©îi j^e ies ai consi»- 
gaé et, dont ori explique chaque année aux élèvesJesprincijialespropo?' 
citions dans le cours de constructions publiques. • 
. 6481. Lorsque j'en, serai k la partie du couns de ma mécanique qui 
traite de V équilibre des ^fluides y )^ ferai voir. comment ma théorie 
de la poUJBsée «ïes terres s'atppliqtie k tous les degrés de consistance 
!qu'<el].es petrvejit avioiri» depuis Jacahéëioa infinie ^ ou la dureté parfaite, 
jusqu'à Jailuidité parfaiffie. ' • . . .i . : : ; ^ 

De l'équilibre du levier et de la poulie , en ay atit égard au frottement. 

649. Ije levier et Ja poulie ^pnt^i ainsi ijue je Tai déjk observé, oii Fig. 44 nos. i c.t« 
mutiis d'axes avec lesquels ils font tôi^ps^, et iqui tournent dans des 
boites ou ouy^ertunes circuteireS'immobiiles, ou percés eUx-mênles|, de 
'trou.s circulaires à travers lesquels passent les axes fixes. La fîg. 44, n^i 
et a, représente Jeux leviers dont l'ui}, n«^ i, se rapporte au I«^ cas 
et l'autre, n® a, au 2«. cas. . * 

Je suppose que chacm^de; ce« leyiers e^t. sollicité pan des forces agis- 
sant dans un plan.perpendiculaireà sop axe^ qui e;st le. plan delà figure; 
j'appelle M la résultante {dont VM est la direction et le sens d'a^ction) 
de toutes les forces qui tendent à Taire tourner dans un sens, et je dé- 
signe par R la résultante (dont TVR est la direction et le sens d'ac- 
tion) de toutes les forces qui tendent à faire tourner dans lé sens! opposé. 

Lorsqu'il y aura équilibre, l'axe et 'l'ouverture circulai i-e (ouverture 
dans laquelle tourne l'axe n** i , ou qui tourne sur cet axe n® 2) eptre 
lesquels il doit toujours y avoir un peu de Jeu , seront en contact en un 
point T par où passe la résultante des forces Met /î^- laquelle ne dok 
pas, eu égard au frottement, .être -perpendiculaire à la tangente com- 
mune TL des deux courbes en contact , mais doit , au moiiient oii 
i 38 
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l'équilibre est prêt à se rompre, faire, avec cette tangente, un angle 
complément de l'angïc du frottement, ou autrement, faire, avec la per- 
pendiculaire TK à cette tangente, un angle égal à l'angle du frottement. 
Je rapporterai les directions , tant des forces que des résistances dues 
au frottement, aux deux axes coordonnés AXtt AY} a' et a!' repré- 
senteront les angles formés par l'axe -^X et parles directions respectives 
de M et de jRj ff^ ^era l'angle formé par le même axe AX et par la 
tangente au point de contact T qui est la ligne Suivant laquelle là 
résistance du frottement se fait éprouver; À désignera l'angle compris 
entre les directions de Jkf et de /î^ iV la pression normale au point T, 
f\e rapport du frottement à la pression normale, /W^ étant, par consé- 
quent la valeur de ce frottement ; on aura CD = ^ et CB = ^^ CD et 
CB étant les perpendiculaires respectives abaissées du centre C (qui 
est celui de l'axe, n<^ i, et celui de l'ouverture circulaire, n^ i,); enfin 
f> est le rayon de l'axe, n® i , et de l'ouverture circulaire n®a. 

650. La force ilf est censée prête à mettre le levier en mouvement, 
en surmontant R et la résistance du frottement ( j'assignerai bientôt 
les limites entre lesquelles M et R peuvent varier) et considérant la 
pression norrtiale N et le frotte«ient fNj comftie des forces actives 
appliquées au levier, l'une dans le sens TA et l'autre dans le sens TL, 
on peut poser les équations d'équilibre comme si le corps était libre. 
Jl faut faire attention, relativement aux composantes des forces jTiV^ 
quelles ont des signes différents dans le cas du n^ i et dans celui du n? :^« 

On a, ainsi, les équations d'équilibre 

. • i M c6s. a' + R cos. af' = N sin. O-^fN cos. 

|ilfsin. a' + /îstn.â'' = iVcos.^4:/iVsin. ^ 

{2) Ma — Rb=fçN 

65 1. Faisant la somme des équations (i) de l'article précédent, après 
avoir élevé au carré chacun de leurs membres, l'angle s'élimine et on 
a , en observant que a" — a' = ^ ^ 

^ _ / J/^ + a MR cos. ^ + /f^ \^ 

l'équation (a) du même article donne 
, • ^ Ma~Rb 

^■■■■■■■r::«-—ff— 

on déduit de ces deux équations 
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(3) Ma = Rè+ ^^^ ^ . -^ 

LVxpressîdn (M^ + 2 MRcos. À + R^)^ est^ art. 5i, la yaleur de la 
résultante de 3/ et de /î. 

65a. L'équation (3) de l'article précédent donne, en observant que 

(a* + 2a6cos. À + A^y est la distance entre les points 2? et 5 oîi se 
trouvent les pieds des perpendiculaires abai^ées du cenfre C sur les 
directions des forces M et Rj désignant cette distance par c^ et faisant, 

de plusYi + -^y =yV 

. V J^_ ^^y^+f^cos>^±pKly^c^— f^sin^J / 

Il y a beaucoup de cas de praltrque c^pii .periiaeittent de négliger le 

carré ^ et' on sl, alors, réquatîod très -simple ^ < ' 

: M b ,pt> . /^ • 

(2) .-^ «^ -- ,+ -^. . . . ,^ 

653. Lorsque les directions de M et de /(sont parallèles, c == /i +^, ^ = Çj, 
et l'équation (1) de Tarticle précédent dévient ' ..* . [ 

et en négligeant ^* 

(a). ... .-^-~± ^,^ . 

654. P0^r ^vpir le cas de la poulie, il suffis de faire ^a = ^.et Téqua* 
tien de IVt. 65a devient , 

^^^ R ~ ûfy*-^^» 

et en négligeant ^^ 

Si les forces sont parallèles cette dernière équation devient 
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Ces diverses équations peuvent être fort utiles dans la pratique; on voit 
que dans les poulies qui se rapportent au n®^, et qui sont "celles dont 
on se sert dans la marine, le frottement ne. dépend pas du diamètre de 
Taxe, maïs de celui dé l'ouverture circulaire praticjuée au centre de la 
poulie qui tourne sur l'axe. 

Des yariailoDs que peuvent subir deux puissances appliquées à un levier, sans 
que Pétât de repos de ce levier cejsse d'avoir lieu. 

655. Une marche de raisonnement semblableit- celle que jai emplqyée 
art. 63o, pour le plan incliné, va donner très-simplemtot, et sans cal- 
cul, le théorème d'après lequel on pourra aisément déterminer les varia- 
tions que les deux puissances M et Bj appliquées eu levier , peuvent 
sMbii), âafisk qOe Kétatjde: r^pos :deîce levier ceest d'avoir lieu. 

Fig. 4S Soit le cercle j4B ^ qui aion* Centre en C^ la «oupe- tronsversaledn 
cylindre GG'^ figure 44, n®. i,. om de l'ouverture GG' n^. 2, et T le 
point où la direction ÇT delà rcsult^te de Af et de /? vient couper 
ce cercle , T étant , comme dans les figures 44 , n<>». i et a, le point sur 
lequel la pression normale N et le frottementjTiV ont lieu. Menant, par 
le point Tj une tangente V L au cercle JtB^ le leyier se trouvé dans 
l'état d'un corps po«e -ww le plé« incliîfié U L ^ sollicité par .une puis- 
sance dirigée suivant ÇT^ résultante de Af et de /? que je désigne par 
Ci et dont la composante , perpendiculaire à L' L^ produit la pression 
N et le frottement /TV. Soit KTd\)à^ direction de Cette dernière com- 
posante (qui a pour valeur Q X-sin. QTL) e\ traçons deux droites TF^ 
TF^ faisant, avec TK lin âfngle égat à l'angle ^ di^^' frottement ; d'ftprès 
ce que j'ai expliqué précédemment, la résistànèe^iV;^ qui â»sôn effet 
sur la ligne LL^j annulera l'action de^ Çj prise dktis le sens de cette 
même ligne , tant que la direction ÇTsera comprise dans'l'arigle F'TFj 
Ç sera prêt à vaincre le frottement et k produire uft.fnowvenîent oais* 
sant, lorsque ÇTse confondra ou avec ^Tow avec FTj le mouvement 
sera produit si cette direction ÇT se trouvé^ soit dansi'anglei^îTZr^ 
soit dans Vau^]c FTL'j enfin la coïncidenqe.de ÇT et de ^Tasiure 
l'équilibre, indépendamment du frottement. 

656. 11 est aisé d'obtenir, par les considérations précédjentçs ^ les li- 
mites des valeurs , soit de M soit de lij entre lesquelles le système se 
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maintient dans l'état de repos; j'en supprime le calcul , pour abréger, 
mais si on veut déduire des mêmes considérations une expression analy- 
tique de conditions équivalentes à celles que je viens d'assigner , on 
mènera les lignes Cb y Cb' ^ respectivement perpendiculaires sur J'.T 
el FT prolongées; désignant par k chacune de ces perpendiculaires, 
qui sont d'égales longueurs , et se rappdant que le rayon TC et l'angle 
FTR ou F'TKj ont été représentés par les lettres ^ et <&^ on aura 
k^=p sin. ^ ^ ou , en employant la valeury^^?: tang. ^ et observant que 
tang. ^ 



§m. (p = 



y^ I +• tang.^ (p ' 



QK est la valeur du moment de la résistance Q lorsque sa direction se 
confond avec FT om F^T ^ et si on généralise la signification de X-^ eh 
lui faisant représenter la perpendiculaire CiS abaissée du centre C sur 

QT prolongée, l'inégalité < ■ ,- ■ '-*— indigiii^ra que la direction 

de Q est comprise dans l'angle FTP ^ condition qui assure le repos du 

k f . 

système, et l'inégalité > ,y>.- '^ indiquera que le levier se meut 

ou est prêt à se mouvoir. 

On a donc , pour condition unique d'équilibre , ou de repos , 



De la roideur des cordes et -des chaînes;. comment on la fait entrer en consi- 
dération dans le calcul des machines. 

6by. J'ai, jusqu'à présent, supposé parfaitement flexibles les cordes » 
ou fils qui faisaient partie des systèmes dont les conditions d'équilibre 
ont été déterminées dans ce Iraîté ; mais les grosses cordes et les cables , 
qu'on est obligé d'employer en se servant des machines, opposent à leur 
flexion des résistances qui ont une influence sensible wv les'eflTets de ces 
machines, et dont il faut tenir compte dans le calcul. 

Soit JB le dianpiètre horizontal d'une poulie ayant sw axe et ^on Fig. ^G 
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centre de mouvement en Cj P et Q clés poids suspendus aux extrémités 
£ et 27 d'une corde EBAD enroulée sur la poulie. Faisant abstrac^ 
tion du frottement on doit avoir, pour l'équilibre, P = Q^ mais la 
roideur de la corde peut, seule, empêcher que cette égalité n'ait Jieu, 
et voici comment cet effet se produit. 

Le poids Pj étant celui qu'on destine à opérer, par sa descente, l'as- 
cension du poids Çj tend à faire enrouler, sur la poulie, l'extrémité 
supérieure de la portion de corde 1)^4 j mais la roideur de cette corde 
s'oppose à sa flexion et l'effet de cette résistance est d'écarter le poids Ç 
de la verticale menée par le point -^^ et de placer son centre de gravité 
dans une verticale sa plus éloignée du cçntre Ç que le point j4. 

Le contraire a lieu, du côté de J^j et le centre de gravité du poids P 
se trouve dans upe verticale 3/" plus rapprochée du centre C que Ip 
point B j on peut, pour plus d'exactitude, supposer que ji exB sont 
de$ points placés à }a rencontre de l'axe de la corde et du diamètre 
horizontal de la poulie. 

Dans cet état des chôBes, le moment du poijds P pera P X CA^ ou 
PX{BC—Bb)j le moment de Çsera QX (C^+^^)^ et on aura, 
par la condition de l'équilibre, 

px(CB — Bl^) = ÇX(CJ + jia) 

658. On déduit de cette équation en faisant CA=^CB =:rj Aa^=fj 

Tel est Texcès de valeur que P doit avoir sur Q pour être prêt à opérer 
son ascension, en surmontant la résistance due à la roideur de la corde. 

669. a ^l ^ sont des quantités à déterminer par expérience, et je 
puis déjà dire que la résistance de la corde à se dérouler au point B a 
été reconnu si foible qu^on peut la négliger dans Iç calcul, au moyen 
de quoi l'équation de Tar^iclç précédent devient 

expression de la résistance due à la roideur de la corde, d^une exactir 
tude suffisante pour la pratique. 
660. Je vaisi maintenant; chcfpKer une autr^ expre^iop ^e la même 
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résistance^ cliuis laquelle entrent des quantités dont la détermination, 
par l'expérience, offre plus de facilité que celle de la quantité €j dont 
elles pouront faire connaître la valeur. 

J'observe d'abord qu'une corde tendue oppose a sa flexion, i* une 
résistance constante provenant de son ourdissage et indépendante de 
sa tension; 2^ une résistance variable provenant de sa tension. 

La première résistance étant désignée par y4/nj et la 2^ ^av ^nÇ^ 
leur sontîme sera u4 {m + nQ)j Ç étant la tension, m et n des cons- 
tantes, et ^ une fonction du diamètre de la corde et de celui du cylindre. 
Or le raisonnement et l'expérience s'acordent pour prouver que les ré- 
sistances dues à différentes cordes, qui s'enroulent sur des cylindres de 
différents diamètres , suivent les raisons inverses des rayons de ces 
: cylindres et les raisons directes d'une certaine puissance fi des diamètres 
,de ces cordes, ensorte que dans l'expression générale j4 (m + nÇ) on 

doit avoir j4 = j h étant le diamètre de la corde et r le rayon 

du cylindre, et cette expression devient 

661. Cette même résistance aité trouvée art. 659, égale à Q j 

et en égalant ses deux valeurs entr'elleë, on a 

A^ (ot+«()) 

'" \ 

Cest l'expression d'une augmentation du bras de levier du poids Q 

dont l'effet équivaut à celui de la résistance due à la roideur de le 
corde ; ainsi on peut introduire cette résistance dans le calcul par la 
règle suivante. 

« Ayant l'expression des conditions de l'équilibre d'une machine , 
« conformes aux règles théoriques et pratiques précédemment établies, 
« s'il se trouve, dans cette machine, une corde dont le diamètre soit h 
'•H et la tension Çj tirant tangentiellement à un cercle dont le rayon =a', 
« sur lequel elle doit s'enrouler, on aura égard à sa roideur ^ dans l'é- 
« valuation du moment de Q par rapport au centre du cercle, en subs- 
4r tituant à r la quantité r + e» 

IX faut observer, que cette augmentation du rayon de r ne doit lui 
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être atribuée qu'en tant qu'il est considéré comme le bras de levier 
<îe Çj et qu'on ne doit rien changer à sa valeur dans les expressions où 
il est employé d'une autre manière. 

662. Voici des résultats d'expériences, tirés de la 5« section de la.i^« 
partie de mon architecture hjdraulique ^ pour servir à la <létermina- 

tion numérique des constantes de l'expression ( /tz + /i Ç ) ^- ces 

expériences faites avec beaucoup de soin par feu M. Coulomb, membre 
de l'Institut, donnent les poids nécessaires pour plier différentes cordes 
autour d'un rouleau de o,™p'"o54 de rayon 











Poids- pro- 

PORTIONEL 


Indication 
des cordes 


Circonfé- 
rence 

DES CORDES. 


Poids par 

MÈTRE DE 
LONGUEUR 


Poids cons- 
tants ou 

VALEUR DE 

m 

r 


A une CHAR- 
GE DE CENT 
kiLOG. OU 
VALEUR DE 

n X 100 

r 


Corde blanche de 


Millimètres. 


Grammes. , 


Kilogrammes 


Kilogrammes 


3o fils de carret. 


63 


^83,4 


2,1 


9,0 


Corde blanche de 










i5 fils de carret. 


45 


144,8 


0,6 


5,1 


Corde blanche de 










6 fils de carret. 


28 


52,2 


0,1 


2,a 


Corde goudronnée 
de 3o fils de carret. 


74 


.332^6 


3,3 


11,6 


Corde goudron née 
de i5 fils de carret. 


S4 


i63,2 


1,0 


5,6 


Cerde goudronnée 
de 6 fils de carret. 


3o 


69,3 , 


P,2 


2,4 



On pourra^ pour les^oordes i>]anche&^ laire ^ sf= i ,7 lorsque ces (rordes 
seront neuves, et ^ = 1,4 lorsqu'elles seront usées. La roideur des 
cordes goudronnées, est, toutes choses égales d'ailleurs, sensiblement 
proportionnelle au nombre de fils de carreltqui entrent dans ces cordes. 
(Voyiez art, 11 77, et suivants de mon ouvrage ci^dessus cité» les moyens 

nue 
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que J'ai employés pour la détermination nwiB^rique de m et de n.\ 

663. Il me reste à parler de la résistance due à la roideur des chaînes, 

et ce que j'ai à dire s'appliquera ^ U chaîne. représentée par la fig. 47 ^g- 47 
dont les chaînons sont assemblés les uns aux autres par des axes. Cette 
chaîne enroulée sur une poulie dont AB est le diamètre horizontal (les 
points A et B peuvent être supposés placés aux centres des axe$ de^ 
chaînons), porte, à ses extrémités, des poids P et Q. Ces poids sont 
écartés de la verticale parle frottement que chacun des chaînons, placée 
en B et A ^ exerce surdon axe. Nommant ri et ri' les résistances respec- 
tives des frottements qui ont Heu autour de, ces axes, et ^ la longueur 
commune de leurs rayons, les rnoments des frottements seront çft et 
Pf^' s et comme c'est la résistance due au frottement qui tient les centres 
de gravité des poids P et Ç aux distances respectives Bb et Aa des 
verticales passant par les points B et Aj on doit avoir P^Bb = f)7iet 
ÇxAa=(>ri\ 
On déduit de ces équations 

(i) Bb=-^j Ja=.-^. 

et, comme, en désignant par r le rayon de la poulie, les conditions 
d'équilibre donnent 

(2) Py^{r—Bb) = QX{r+Aa)j 

on a ultérieurement pour la valeur de P — Q 

(3) P-Ç=-f (>zW) 

664. Les quantités n et ri' ne peuvent pas être fort différentes l'une 
de l'autre, car leur différence n'est qu'une fraction de l'excès de P sur Q 
nécessaire pour vaincre le frottement; ainsi on peut faire 3? + 3?' = 2 >j^ 
et l'équation (3) de l'article précédent devient 

^ r 

66b. Le frottement étant égal au produit de la pression p*r un nombre 
constant y*^ on a ri=ifQ^ d'où 

(0-: P~Q=^Q 

râleur, adaptée aux calculs pratiques, de l'excès que P doit avoir sur Ç, 
I 39 
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eu égard k la roîdeur de la chaîne. L'excès correspondant du moment 
de P est ^fpQs ainsi on a, dans le cas d'équilibre, JPr= Çr+a/^Ç^ ou 

La quantité 2,f(> remplit ici la même fonction qu'on a vu faire, art. 66r, 

_ , , k^ (m + nO) _ ,,, ^ .11 ., 1 

a la quantité — — ^ — 7^^ ^-^ j lorsqu il s est agi de la roideur des 

cordes ; et la règle, donnée à '^'article cité , s'applique, sans restriction, 
à l'emploi de 2/^ comme augmentation de la valeur du bras de levier 
du poids Q. 

Le rapport f est la seule quantité à déterminer par expérience et 
on trouvera, dans la 5* section de la i" partie de mon Architecture 
hjrdrauliqne j les résultats des meilleures expériences qui aient été 
faites sur le frottement des axes« 



Fin de la quatrième section de la staticJu'e, et de 
la paemlire partie des leçons de mécanique. 
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